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RESUMO
Nelson Afanador García
Orientador: Francisco Evangelista Junior
Programa de Pós-Graduação em Estruturas e Construção Civil
Brasília, 2019.
QUANTIFICAÇÃODA INCERTEZA EMMODELOS DE FRATURA E FADIGA UTILIZANDO
POLINÔMIOS DE EXPANSÃO DE CAOS
Esta tese objetiva o desenvolvimento de técnicas não intrusivas utilizando polinômios de expan-
são de caos (PEC) para quantificação de incerteza na resposta mecânica de modelos viscoelásticos,
de fadiga e de mecânica da fratura. Este trabalho utiliza a formulação do PEC tradicional para
quantificar a incerteza, mas também, propõe uma metodologia de PEC Adaptativo (PECAdap)
que utiliza os componentes principais de cada grau e dimensão do polinômio como uma técnica
que minimiza o número de amostras para construir a aproximação estocástica. Os resultados
demonstraram a eficiência e acurácia da metodologia proposta na quantificação de incerteza no
módulo de relaxação do concreto e na deflexão em estruturas, além de, quantificar a incerteza
do número de ciclos para falha por fadiga em membros estruturais metálicos sob carregamento
constante e variável.
Uma metodologia de ensaio baseada no efeito de escala de Bažant também foi proposta para
determinar a energia inicial e final de fratura, tamanho da zona de processo e deslocamento de
abertura na ponta da trinca crítico, propriedades usadas em modelos de mecânica da fratura.
No total foram corpos de prova de diferentes tamanhos em forma de disco compacto (DCT),
variando-se a taxa de deslocamento. Testes de hipótese sobre a independência das propriedades
da fratura com relação aos diferentes tamanhos foram realizados, junto com uma análise estatística
dos resultados dos ensaios. Por fim, uma aplicação do PEC para estimar o carregamento máximo
e a energia total de fratura em simulações numéricas com modelo de dano foi executada. Os
resultados demonstraram que ambas as metodologias de ensaio como os modelos foram capazes
de simular incerteza em modelos não lineares de danificação.




This thesis aims to develop non intrusive techniques using chaos expansion polynomials (PEC) to
to the uncertainty quantification of the mechanical response of viscoelastic models, fatigue and
fracture mechanics based on random output variables. This work uses traditional PEC to quantify
the uncertainty, of those models, and proposes a methodology of Adaptive PEC Adaptive PEC
(PECAdap), which uses the main components of each degree and dimension of the polynomial, as
a technique that minimizes the number of samples to construct the stochastic approximation. The
results demonstrated the efficiency and accuracy of the proposed methodology in the quantification
of uncertainty in the concrete relaxation modulus and the deflection in structures, besides quan-
tifying the uncertainty of the number of cycles for fatigue failure in metallic structural members
under constant and variable loading.
A test methodology based on the Bažant size effect was also proposed to determine the ini-
tial and final fracture energy, process zone size and the critical crack tip opening displacement,
properties used in fracture mechanics models. Compact disc-shaped (DCT) specimens of different
sizes were tested varying the displacement rate. Hypothesis tests on the independence of fracture
properties with respect to different sizes were performed, together with a statistical analysis of
the results of the tests. Finally, an application of the PEC to estimate the maximum load and
total fracture energy in numerical simulations with damage model was performed. The results
demonstrated that both test methodologies such as models were able to simulate uncertainty in
nonlinear models with evolving damage.
Keywords: Chaos Expansion Polynomial, Fracture Mechanics, Fatigue, Viscoelasticity.
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Atualmente, os sistemas estruturais tendem ser projetados considerando não apenas a sua funcio-
nalidade, mas também incertezas inerentes que induzem variações na geometria, na resistência dos
materiais e nos carregamentos. Embora tenha sido comum não ter em conta estas incertezas nas
análises estruturais em um passado recente, são cada vez mais comuns modelos matemáticos ou
numéricos que levam em consideração a aleatoriedade do fenômeno físico (Nowak e Collins, 2012;
Melchers e Beck, 2018). Outra fonte da variabilidade dos resultados tem a ver com a incerteza
experimental presente nos ensaios de laboratório (Montgomery, 2013).
O modelo matemático de um fenômeno físico pode ser definido como uma representação abstrata
deste fenômeno por um conjunto de equações, as quais reproduzem a solução de observações
experimentais com um rigoroso formalismo da matemática e da física do problema. O modelo
pode, então, ser simulado para diferentes situações, tendo controle das variáveis e considerando
prováveis variações. Além disso, os parâmetros envolvidos na análise de sistemas mecânicos devem
levar em conta a aleatoriedade das variáveis assim como a existência de defeitos pré-existentes que
modificam as diferentes capacidades resistentes dos elementos estruturais (Melchers, 2001).
Em engenharia estrutural é comum ter elementos de aço ou concreto submetido a fadiga, a pro-
pagação de trincas ou a viscoelasticidade onde quantificar a incerteza é fundamental na previsão
da vida útil dos componentes estruturais. As incertezas geradas a partir da variabilidade das
propriedades dos materiais, da geometria, dos carregamentos e dos processos de fabricação e cons-
trução são tal que geram diferenças nas respostas assim como podem influenciar a resistência dos
componentes e, por conseguinte, sua vida útil. Essa falta de previsão conduz frequentemente a
falhas estruturais e a uma diminuição da confiabilidade estrutural (Melchers e Beck, 2018).
A incerteza nos resultados do modelo está centrada na incerteza dos dados de entrada que são
considerados variáveis aleatórias caracterizadas pelas respectivas funções de densidade de probabi-
lidade, em inglês Probability Density Functions (PDF). Desta forma, a quantificação de incerteza
estima a propagação das incertezas das variáveis aleatórias no modelo matemático por meio da
predição de uma PDF da resposta do modelo. Isto pode ser feito por meio de técnicas intrusivas,
como o método de Galerkin (Ghanem e Spanos, 1991; Ghanem e Spanos, 2003; Maitre e Knio,
2007) em que formulações estocásticas reformulam diretamente a equação do modelo matemá-
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tico a ser resolvido. Alternativamente, técnicas denominadas não intrusivas, como: método da
projeção (Ghiocel e Ghanem, 2002; Ghanem e Spanos, 2003; Maître et al., 2002), método de la
regressão (Tatang, 1995; Berveiller et al., 2006; Sudret, 2007) e el método de la colocação (Isuka-
palli, 1999; Mathelin e Hussaini, 2003; Nobile e Webster, 2008) utilizam somente as variações dos
dados de entrada. Além disso utiliza a resposta do sistema sem a necessidade de conhecimento
do funcional matemático que relaciona a resposta (output) a partir de uma combinação de dados
de entrada (input). Apesar de técnicas intrusivas serem mais eficientes, melhor acurácia com
menor custo computacional, elas propõem formulações específicas para cada modelo (equação) a
ser resolvida. As técnicas não intrusivas fornecem soluções gerais em que podem ser aplicadas a
qualquer modelo matemático. Desta forma, as técnicas não intrusivas tratam o modelo matemá-
tico como uma “caixa preta” que fornece saídas do modelo para diferentes combinações de dados
de entrada. Uma das técnicas no intrusivas existentes é o uso de polinômios de expansão de caos
(PEC), que podem ser usados para a construção de um meta modelo capaz de reproduzir uma
relação funcional input-output a partir de amostragens. Grandes avanços foram alcançados no
desenvolvimento e aplicação de técnicas não intrusivas, principalmente na diminuição do número
de amostras necessárias, tornando estas técnicas bem mais competitivas para a construção dos
modelos estocásticos.
1.1 Contextualização e estado da arte
O objetivo principal do PEC não intrusivo é obter os coeficientes do polinômio sim fazer qualquer
modificação no código determinístico. Entre os métodos não intrusivos tem-se: o método da pro-
jeção, o método da colocação e o método da regressão. No método da projeção pode ser estimado
usando amostragem para calcular a esperança matemática (Isukapalli, 1999; Xiu e Karniadakis,
2002; Debusschere et al., 2004) ou utilizando técnicas de quadratura numérica para estimar a
integral multidimensional (Debusschere et al., 2004; Lucor et al., ; Eldred e Burkardt, 2009). O
método da colocação esta baseado na minimização mínima quadrada do erro entre a variável de
saída e a variável de saída aproximada, utilizando as raízes do polinômio de Hermite de grau
superior, p+1 (Webster et al., 1996; Isukapalli, 1999) ou elegidos aleatoriamente (Berveiller et al.,
2006). Por fim, o método da regressão, usa um conjunto de realizações as quais são referidos de um
desenho experimental e recentemente melhorado através de estimativa de erro e adaptabilidade
(Berveiller et al., 2006; Blatman e Sudret, 2011; Sudret, 2012).
No contexto do desenvolvimento do PEC não intrusivo, os trabalhos encontrados na literatura
mais próximos ao que é pesquisado nesta tese, foram os algoritmos que diminuem o número
de coeficientes e a dimensão da física do problema. O custo computacional de gerar o PEC
completo (PECC) de alta dimensão não é viável, pois o número de simulações e operações é
grande, mesmo que a computação paralela seja usada (Blatman e Sudret, 2010; Pascual e Adhikari,
2012; Schöbi et al., 2016; Slim et al., 2017; Torii et al., 2017; Oladyshkin e Nowak, 2018). Existem
procedimentos adaptativos que ajudam a resolver o problema da alta dimensão. Blatman e Sudret
(2009) propuseram a seleção de um subconjunto das funções base que tem os maiores efeitos
sobre a resposta do sistema, rejeitando as outras funções usando dois passos, um truncamento
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hiperbólico seguido de um algoritmo de regressão do ângulo mínimo (Efron et al., 2004). O
algoritmo de Blatman e Sudret é amplamente utilizado (Sudret, 2012; Beck e Santana, 2013;
Hampton e Doostan, 2015; Soize, 2015; Spiridonakos et al., 2016; Slim et al., 2017; Kroetz et
al., 2017) e recentemente são reportados variantes desse procedimento. Assim, Kersaudy et al.
(2015) apresentaram uma técnica de modelagem combinando PECC e Kriging com o alvo de
melhorar o ajuste do PECC com a saída e diminuir o espaço amostral. Meng e Li (2017) fizeram
uma comparação dos resultados usando regressão do ângulo mínimo e a regressão do ângulo
mínimo modificado (Hastie et al., 2009). Abraham et al. (2017) calcularam os coeficientes do
PEC adaptativo (PECAdap), levando em consideração os intervalos de confiança e a variância dos
coeficientes. Marelli e Sudret (2017) propuseram utilizar o PECAdap gerado com o truncamento
hiperbólico e reamostragem bootstrap, para fornecer estimativas locais do erro do metamodelo.
Recentemente, algumas pesquisas têm sido desenvolvidas no Brasil para resolver problemas que
incluem campos aleatórios utilizando PEC. Dentre estas, pode-se citar Silva et al. (2015) que
utilizou os polinômios de Hermite para a determinação da carga de instabilidade paramétrica de
cascas cilíndricas com incerteza nos parâmetros físicos e geométricos no modelo intrusivo. Outra
pesquisa relacionada com o PEC é a de Carneiro (2010) que estudou a propagação de incertezas
na exploração e produção de petróleo e fez uma redução do espaço probabilístico aplicando a
expansão de Karhunen-Loève e o método da colocação probabilístico. No campo da otimização
de risco, destaca-se o trabalho de Beck e Santana (2013) em que o PEC leva em consideração
políticas de inspeção, manutenção e procura da solução ótima para representação do risco sob
processos aleatórios de corrosão e fadiga. Na área da confiabilidade, um tema de grande interesse
foi desenvolvido por Kroetz et al. (2017) ao analisar problemas numéricos e analíticos comparando
os resultados utilizando redes neuronais artificiais, PEC e Kriging.
Os parâmetros de fratura são estimados levando em consideração a influência da taxa de carrega-
mento sobre o processo de falha de concreto simples, usando corpos de prova do tipo tensão em
forma de disco compacto, em inglês, disk-shaped compact tension (DCT), construído com material
cimentício, os quais ainda não são reportado pela literatura. Além disso, nas estruturas é evidente,
que as taxas de carregamento podem ser aleatórias, gerando vibrações excessiva, de deslocamento
e de deflexões que se refletem macroscopicamente sobre a resposta do carregamento versus de-
flexão (González-Fonteboa et al., 2012; Zhou et al., 2012; Lu, 2013). É definida a resposta do
carregamento versus deslocamento de abertura na boca da trinca, em inglês, Crack Mouth Ope-
ning Displacement (CMOD) em vigas (Rosa et al., 2012; Musto e Alfano, 2013). A força máxima
e a energia à fratura em vigas aumentam com o incremento da taxa de carregamento enquanto
que o deslocamento correspondente à força máxima permanece virtualmente inalterado de acordo
com Bažant e Gettu (1992), Ruiz et al. (2011). Não existe na literatura a quantificação da incer-
teza usando o PEC em aplicações na modelagem estrutural, considerando a incerteza no material
avaliada em diferentes da taxa de carregamento.
No programa de Pós-Graduação em Estruturas e Construção Civil (PECC) da Universidade de
Brasília (UnB), diversas publicações tem sido realizadas nas temáticas de quantificação da in-
certeza e análise de risco como a de Muñoz e Evangelista-Jr (2014). Outras publicações são:
Borges et al. (2016), Almeida e Evangelista-Jr. (2016), Afanador et al. (2016), Evangelista-Jr e
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Afanador (2016) e Ortega et al. (2018). Muñoz e Evangelista-Jr (2014) e Borges et al. (2016)
estudaram o risco estrutural das predições com modelos da mecânica da fratura, implementando
simulação de Monte Carlo (SMC). Almeida e Evangelista-Jr. (2016) determinaram a quantificação
da incerteza do número de ciclos para a falha por fadiga em membros estruturais submetidos a
carregamentos variáveis aleatórios, utilizando técnicas de amostragem como: hipercubo latino e
experimento fatorial. Afanador et al. (2016) quantificaram a incerteza do número de ciclos para a
falha por fadiga em membros estruturais submetidos a carregamento constante e variável usando
PEC. Evangelista-Jr e Afanador (2016) estudaram a incerteza no modulo de relaxação em vigas de
material cimentício, levando em consideração um modelo viscoelástico assim como a quantificação
da incerteza na deflexão de vigas de concreto, tendo em conta a incerteza no material. Por último
Ortega et al. (2018) utilizaram a técnica bootstrap para determinar os parâmetros estatísticos da
função de distribuição cumulativa dos resultados obtidos dos ensaios de fadiga em material quase
frágil.
1.2 Justificativa
A quantificação da incerteza de fenômenos como fadiga, fratura e viscoelasticidade são ainda um
problema em aberto. Especialmente porque a incerteza de geometria, propriedades dos materiais
e carregamentos em modelos não lineares geram uma grande variabilidade da resposta estrutural
tais como tensões, deformações e deslocamentos. Além disso, o desenvolvimento e utilização de
técnicas não intrusivas em que se busca metodologias e algoritmos com maior acurácia e menor
custo computacional ainda são temas abertos na literatura. Desta forma, este trabalho é uma
iniciativa no sentido de desenvolver conhecimento e ferramentas necessárias para a quantificação
de incerteza em problemas que envolvem fadiga, fratura e viscoelasticidade; como exemplos de
aplicação, tem-se:
• Problemas por deflexões excessivas em elementos de concreto que não consideram a aleato-
riedade do material.
• Estudo das deflexões em pontes levando em consideração modelos viscoelásticos que tenham
em conta o processo de envelhecimento do concreto.
• Quantificação da incerteza em elementos estruturais sob fadiga com carregamento constante
e variável, levando em consideração a aleatoriedade na resistência do material e no carrega-
mento.
• Quantificação da incerteza do carregamento máximo e energia total de fratura no ensaio de
fratura em modo I em DCT de material cimentício, com diferentes taxas de carregamento,
usando PEC.
1.3 Objetivos
O objetivo deste trabalho é desenvolver uma técnica não intrusiva de quantificação de incerteza
utilizando polinômios de expansão de caos (PEC). As estratégias aqui propostas usam PEC com-
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pleto e propõe uma técnica adaptativa minimizando o número de amostras para construir o PEC.
Para atingir esta meta, os seguintes objetivos específicos são elencados:
• Desenvolver modelos via polinômios de expansão de caos com um enfoque não intrusivo
para processos estocásticos em problemas não lineares de viscoelasticidade e fadiga com
carregamento de amplitude constante e variável.
• Desenvolver um novo algoritmo que permita diminuir o número de pontos de colocação e os
coeficientes do PEC, sem perda de precisão.
• Propor uma metodologia de ensaio baseada no efeito de escala de Bažant (EEB) para deter-
minação de propriedades do material cimentício e seus respectivos parâmetros estatísticos.
• Analisar estatisticamente os resultados dos ensaios e testar hipótese sobre a independên-
cia das propriedades da fratura com relação aos diferentes tamanhos dos corpos de prova
propostos.
• Aplicação do PEC para determinar o carregamento máximo e a energia total de fratura em
simulações numéricas com modelo de dano.
• Determinar as propriedades de fratura no ensaio de fratura modo I em DCT para materiais
cimentícios levando em consideração modelos probabilísticos.
• Quantificar a incerteza do carregamento máximo no ensaio de fratura em modo I em vigas bi-
apoiadas de material cimentício, levando em consideração diferentes taxas de carregamento.
1.4 Contribuições
Como principais contribuições inéditas ao estado da arte dos assuntos abordados nesta tese,
destacam-se:
• Desenvolvimento de um algoritmo utilizando as componentes principais do PEC que permite
obter um PECAdap com um número menor de pontos amostrais e menor número de coefi-
cientes com respeito ao PECC . Este algoritmo inédito supera muitas vezes os algoritmos
atuais utilizando menor quantidade de amostras.
• A quantificação da incerteza das deflexões esperadas em elementos de concreto considerando
material viscoelástico em problemas dependente do tempo com processos de envelhecimento
utilizando modelo 3D de elemento finitos, PECC e PECAdap.
• Implementação do efeito de escala de Bažant (EEB) na determinação das propriedades da
mecânica da fratura em materiais quase frágil utilizando corpos de prova, tipo DCT. Para
fabricação dos DCTs foram utilizadas fôrmas metálicas de modo a evitar a serragem do
entalhe e execução dos buracos da geometria do DCT.
• A quantificação da incerteza do modelo mecânico, considerando a propagação de incerteza
das variáveis aleatórias experimentais como energia de fratura inicial e total, tamanho equi-
valente da zona de processo e deslocamento de abertura na ponta da trinca crítico, em inglês
critical crack tip opening displacement (CTODC). A quantificação da incerteza, leva em
consideração a aleatoriedade da resistência a tração, a energia total e inicial à fratura e o
fator que define o componente do eixo Y do ponto de quebra no modelo coesivo.
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• A determinação, via polinômio de expansão de caos completo e adaptativo, da quantifi-
cação da incerteza em problemas não lineares da mecânica da fratura como simulação do
carregamento.
1.5 Resumo da metodologia da tese
O trabalho consiste inicialmente de uma revisão da literatura e do estado da arte de PEC, sendo
posteriormente abordado noções de confiabilidade, viscoelasticidade, fadiga e mecânica da fratura.
Além disso, modelos matemáticos foram implementados e resolvidos utilizando técnicas de SMC
e PEC.
O modelo definido por PEC é aplicado nesta tese para quantificar a incerteza no número de ciclos
para falha por fadiga em peças sujeitas a carregamento constante e variável. Em seguida é avaliada
as deflexões no centro do vão em viga prismática biapoiada de material quase-frágil utilizando-se o
modelo de Boltzmann com módulo de relaxação aleatório. Modificações ao coeficiente de variação
irão gerar, em alguns casos, uma relação de proporcionalidade não linear de tipo exponencial entre
o módulo de elasticidade e a deflexão.
Devido à necessidade de diminuir o número de pontos de colocação e os coeficientes do PEC,
implementou-se um algoritmo que utiliza os componentes principais de cada grau e dimensão
do polinômio. O algoritmo foi avaliado em 4 funções de estado limite (Grooteman, 2008; Kro-
etz et al., 2017), quantificando a incerteza nas 3 primeiras e na última foi estimado o índice de
confiabilidade obtidos por outras técnicas de simulação com respeito às encontradas neste traba-
lho. Na continuação, foram avaliadas as deflexões esperadas em 3 instantes de tempo em uma
ponte de concreto, levando em consideração processos de envelhecimento do concreto em modelos
viscoelásticos e utilizando elementos finitos e PEC.
A etapa seguinte consistiu no projeto e construção das fôrmas metálicas com posterior execução
dos corpos de prova para ensaios de fratura. Os corpos de prova foram elaborados para diferentes
diâmetros e realizou-se ensaios de fratura em modo I para estimar as propriedades à fratura do
material cimentício, utilizando EEB em DCT. Foram realizados teste de variança das propriedades
da mecânica de fratura sobre os resultados encontradas experimentalmente. Modelos de elementos
finitos foram construídos para avaliar as curvas de comportamento P-CMOD do material cimen-
tício encontrados experimentalmente para cada tamanho e taxa de carregamento. Os resultados
experimentais e do modelo numérico encontrados nesta tese foram comparados com os reportados
pela literatura. Em seguida, utilizando o modelo de elementos finitos foram gerados o PECC e
o PECAdap com o objetivo de quantificar a incerteza no carregamento máximo, na energia total
de fratura em DCT e no carregamento máximo em vigas de concreto. Isto permitiu a obtenção
dos momentos estatísticos, da função densidade de probabilidade do PECC e do PECAdap e das
variáveis aleatórias de saída com um tamanho amostral menor que o esperado usando SMC.
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1.6 Organização do conteúdo
Este trabalho está organizado como segue:
• No Capítulo 2, realiza-se o levantamento do estado da arte relacionado com polinômios de
expansão de caos de maneira resumida, apontando algumas das referências consultadas para
maiores detalhes assim como um exemplo de sua implementação. Apresenta-se os conceitos
de maneira sucinta de confiabilidade, viscoelasticidade, fadiga, fratura e mecânica do dano.
• No Capítulo 3 é analisado peças metálicas sob fadiga com carregamento constante e variável
para estimar o número de ciclos para falha por fadiga. O PEC é usado para estimar a
função de densidade de probabilidade, como também, a probabilidade de falha por fadiga,
considerando aleatoriedade no material e no carregamento. Em seguida é realizada uma
abordagem da influência do módulo de relaxação na variação da deflexão em vigas de concreto
biapoiadas levando em consideração um modelo viscoelástico.
• No Capítulo 4 é apresentado uma validação do algoritmo proposto para diminuir o número
de coeficiente do PEC (PEC adaptativo, PECAdap), utilizando funções de estado limite en-
contradas na literatura. Além disso, foram determinadas as deflexões máximas probabilística
na ponte Koror-Babeldado na república de Palau, usando PEC com todos os coeficientes,
PECC , e o PECAdap, levando em consideração modelo viscoelástico com envelhecimento do
concreto.
• No Capítulo 5 é apresentado a metodologia utilizada para construir os DCT, os procedimen-
tos do ensaio, a calibração da malha de elementos finitos e a calibração do número de passos
de carregamento assim como os resultados da curva de comportamento P-CMOD, para as
diferentes combinações de tamanho dos corpos de prova e as 3 taxas de carregamento, e uma
análise estatística das propriedades da mecânica da fratura no ensaio de fratura em modo I.
• No Capítulo 6 são apresentados os resultados para PECC e o PECAdap, obtido da quan-
tificação de incerteza em carregamento máximo e a energia total de fratura em DCT e
carregamento máximo em SEN-TPB. Uma análise dos erros do PECC e do PECAdap com
respeito aos resultados usando SMC são apresentados.
• No Capítulo 7 são abordadas as conclusões alcançadas nessa tese de doutorado e algumas
sugestões para trabalhos futuros.
• Por último são apresentadas as referências bibliográficas, que serviram como embasamento





Os sistemas estruturais devem cumprir requisitos de resistência, ductilidade e segurança, e isto
pode ser levado em consideração ao estabelecer as incertezas nas entradas e saídas dos modelos
físicos, assim como, nas contribuições de cada variável aleatória. Neste Capítulo, as definições de
polinômio multivariado, construção de polinômios de caos, determinação dos coeficientes, trans-
formação de espaço das variáveis e pós-processamento dos coeficientes de expansão de caos são
abordados.
2.1 Polinômios de Expansão de Caos
Robert Brown, através de uma análise em microscópio, observou um movimento aleatório dos grãos
de pólen em água em que as partículas apresentaram mudança de direção e o comportamento
dos grãos foi aleatório, também conhecido como movimento browniano. Wiener forneceu uma
descrição matemática das irregularidades no movimento browniano, levando-o a estabelecer a
expansão de caos homogêneo (Wiener, 1938).
A variável aleatória u(θ) está definida no espaço probabilístico, expandida em uma base polinomial
multivariada que segue uma função de distribuição de probabilidade. O polinômio multivariado




yiΨi [ξ (θ)] (2.1)
em que, yi são os coeficientes determinísticos desconhecidos, θ é um evento aleatório, ξ(θ) é um
conjunto de variáveis aleatórias normais padronizadas distribuídas identicamente e independente,
em inglês independent identically distributed, iid. Os polinômios de Hermite Ψi (ξi1, ξi2, ξi3, ξi4,
... , ξin) formam uma base ortogonal, a qual é um espaço de Hilbert das variáveis aleatórias com
variância finita. A função Ψi(ξ) na Equação (2.1) satisfaz a condição de ortogonalidade dada na
Equação (2.2), ou seja, o vetor de ordem p é ortogonal com respeito ao vetor de ordem p-1 e p+1.
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Ψ0 (ξ) = 1
E [Ψi (ξ)] = 0 para i > 1
E [Ψi (ξ) Ψj (ξ)] = 0, para i 6= j
(2.2)
Em que E [Ψi (ξ)] representa o valor esperado da função Ψi(ξ). Outra forma, de representar os
polinômios ortogonais multidimensionais segundo Ghanem e Spanos (2003) é:
u (θ) =y0Γ0 +
∞∑
i1=1













yi1i2i3Γ3 (ξi1 (θ) , ξi2 (θ) , ξi3 (θ)) + · · ·
(2.3)
em que, {ξi (θ)}∞i=1 é um conjunto de variáveis aleatórias Gaussianas, Γp (ξi1 , ξi2 , ξi3 , ... , ξip)
são as funções base polinomial que denotam os polinômios de Hermite de ordem p, em termos das
variáveis aleatórias normais independentes multidimensionais ξ=[ξi1 , ξi2 , ξi3 , ... , ξip ]. Ao fim,
yi1 , yi2 , ... , yip são os coeficientes determinísticos e i representa a dimensão do polinômio. Dessa
forma é possível a construção dos polinômios de Hermite de qualquer dimensão e grau usando a
função de probabilidade normal padronizada ou um algoritmo.
2.1.1 Construção de polinômios de caos
Os polinômios de Hermite podem ser gerados a partir da função de densidade de probabilidade
conjunta Gaussiana multidimensional-p, como pode ser visto na Equação (2.4), para cada grau p
e dimensão i segundo Ghanem e Spanos (2003):
Γp (ξ) = (−1)p e 12ξT ξ ∂
p





Na literatura é possível encontrar algoritmos que permitam a construção dos polinômios de Her-
mite de ordem p+1, Hp+1, em termos das ordens dos polinômios anteriores p, Hp e p-1, Hp−1
como é mostrado a seguir.
Hp+1 (ξ (θ)) = ξ Hp (ξ (θ))− pHp−1 (ξ (θ)) (2.5)
Os polinômios de Hermite de ordem zero e um, são definidos como, H0(ξ) = 1 e H1(ξ) = ξ. Logo,




H2(ξ) = ξ H1 − 1H0 = ξ (ξ)− 1 (1) = ξ2 − 1




− 2 (ξ) = ξ3 − 3ξ








= ξ4 − 6ξ2 + 3
H5(ξ) = ξ H4 − 4H3 = ξ
(






= ξ5 − 10ξ3 + 15ξ
(2.6)
A série apresentada na Equação (2.3) pode ser truncada em um número finito de termos N e
dada em função de uma resposta aproximada uˆ , mostrada abaixo, que vai depender do número
de termos do truncamento N (Kewlani et al., 2012; Sudret, 2012; Beck e Santana, 2013), dado
como:
u (θ) ≈ uˆ (θ) =
N−1∑
i=0
yiΨi [ξ (θ)] (2.7)
em que, o número de termos do truncamento N, numa expansão de ordem p envolvendo n variáveis
aleatórias, sendo exposto a seguir:
N = (n+ p)!
n! p! (2.8)
Seja o seguinte exemplo, cuja resposta y é uma função de três variáveis aleatórias, x1, x2 e x3,
e p = 3, em que x1 segue uma função densidade de probabilidade normal (N ), com media zero,
µ = 0, e desvio padrão um, σ = 1, representado por x1 ∼ N (0, 1), assim como, x2 ∼ N (0, 1)
e x3 ∼ N (0, 1). As variáveis aleatórias x1, x2 e x3 que cumprem a condição acima exposta
são chamadas variáveis aleatórias padrão, xi = ξi, e podem ser representadas por polinômio de
Hermite. Sendo assim, a solução aproximada da expansão, yˆ, ficaria conforme e indicado na
seguinte equação, conforme a Equação (2.5).





















































Funções de densidade de probabilidade diferentes poderiam ser consideradas, ou seja, polinô-
mios unidimensionais de famílias diferentes seriam utilizados para compor a base do polinômio
multidimensional. Mediante transformações isoprobabilísticas das variáveis aleatórias é possível
transformar as variáveis do espaço inicial ao espaço normal padronizado. Além disso, o PEC não
podem ser concedido até o infinito e normalmente a expansão é truncada ao grau, p. Em termos
do conjunto multi-índice I, este é expresso em função da dimensionalidade do problema n e a
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expansão de ordem p como In,p, sendo definida como:
In,p =
{
i ∈ NN : ‖i‖1 6 p
}
(2.10)
em que, ‖·‖1 é a norma-1. Na Equação (2.9), foram usados todos os termos de grau multi-índice
6 3. Outra forma de expressar o polinômio é dada como uma sequência de inteiros como é
apresentada na Tabela 2.1. A continuação são apresentados as funções base do exemplo dado na
Equação (2.9) utilizando o algoritmo de Sudret (2012).
Tabela 2.1: Algoritmo de Sudret (2012) aplicado na Equação (2.9).
ζ Ψζ In,p
[0, 0, 0] 1 0
[1, 0, 0] ξ1 1
[0, 1, 0] ξ2 1






[1, 1, 0] ξ1ξ2 2

























































[1, 1, 1] ξ1ξ2ξ3 3
Na Tabela 2.1 é apresentado o algoritmo que permite construir o PEC, em função do vetor ζ, em
que, a primeira coluna é o p da primeira variável aleatória padrão, ξ1, até a última coluna que
representa o p da terceira variável aleatória padrão, ξ3. O PEC é construído desde o p = 0 até o
p requerido e a somatória dos componentes do vetor ζ corresponde ao p que se este analisando.
Ψζ representa as funções básicas para cada variável aleatória padrão com respeito ao p analisado,
e In,p corresponde à somatória dos graus.
Para problemas de alta dimensão, n ≥ 10 o número de coeficientes é elevado e o número de
operações é grande (Didier et al., 2012; Bryson e Rumpfkeil, 2017; Hawchar et al., 2017; Abraham
et al., 2017). Neste caso a teoria PEC não apresenta uma vantagem comparada com outros
métodos como a SMC e foi esta a motivação para a versão do PEC adaptativo dada por Blatman
e Sudret (2010) e a deste trabalho. Blatman e Sudret (2010) propuseram selecionar somente um
conjunto de funções básicas que leva em consideração os efeitos da alta ordem, ou seja, sem mistura
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na resposta do sistema (Slim et al., 2017). Para eliminar a interação de alta ordem, a nova forma









O novo conjunto multi-índice hiperbólico é denotado por Iqn,p, ou seja, tem-se:









Para um problema de dimensão 2 e ordem 6 e norma-1, o número de coeficientes do PEC é 28,
aplicando a Equação (2.8); como a representação gráfica, apresentada na Figura 2.1(a). Uma
representação gráfica do truncamento hiperbólico com norma q=0,75 e q=0,50 pode ser achado
na Figura 2.1(b-c), respectivamente. O termo polinomial selecionado pela primeira variável alea-
tória está localizado no eixo horizontal enquanto que o termo correspondente da segunda variável




































Figura 2.1: Truncamento para o PEC de n=2 e p=6, com (a) ‖ξ‖1,00 6 6, (b) ‖ξ‖0,75 6 6 e (c)
‖ξ‖0,50 6 6.
Em sua tese Blatman (2009) mostrou que o PEC disperso pode produzir meta modelos com
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maior acurácia, aplicando o truncamento hiperbólico (q=0,50 ), de acordo com a Figura 2.1(c) que
acrescenta um truncamento ao realizado inicialmente pela Equação (2.8). Na Figura 2.1 apresenta-
se a análise para duas variáveis aleatórias de ordem 6 e diferentes valores de norma-q, em que os
pontos sólidos consideram a função base e o restante desconsidera a iteração de alta ordem. Este
truncamento conserva as funções básicas e as iterações de baixa ordem e desconsidera as iterações
de alta ordem (Blatman e Sudret, 2011).
No exemplo apresentado na Figura 2.1, indica-se que, para una norma q=0,75 são necessários
23 coeficientes do PEC e com norma q=0,50 só precisa-se de 16 coeficientes enquanto que apli-
cando a Equação (2.8), ou norma q=1,00, precisa-se de 28 coeficientes. Nesta tese, outro tipo de
truncamento será utilizado, usando só os componentes principais, ou seja, as funções base como
uma nova maneira de expressar o PEC e serão apresentados no capítulo 4. Este outro tipo de
truncamento faz parte da contribuição obtida nesta tese ao desenvolvimento dos PEC.
2.1.2 Determinação dos coeficientes do PEC
A variável aleatória de saída u (θ) pode ser aproximada e expressa como o resultado de uma simu-
lação numérica uˆ (θ), ou simplesmente uˆ, ou seja, a saída de um código numérico que implica um
modelo matemático. Distinguem-se duas classes de métodos para a determinação dos coeficientes
do PEC: o método intrusivo e o não intrusivo. A propagação da incerteza na simulação computa-
cional do modelo via PEC, com um enfoque intrusivo, leva em consideração que todas as variáveis
dependentes e os parâmetros aleatórios na equação que governa são substituídos pelos polinômios
definidos nas funções de densidade de probabilidade, fX(x). Esta nova expressão irá gerar um
sistema de equações determinísticas a ser resolvido, no qual o procedimento fará a modificação do
código computacional (determinístico) existente. Como exemplo, tem-se o chamado método dos
elementos finitos estocástico espectral, no qual os coeficientes do PEC são obtidos através de um
esquema de Galerkin que leva a um sistema de equações determinísticas acopladas (Blatman e
Sudret, 2010). O método não intrusivo é mais simples, porém uma formulação intrusiva para pro-
blemas complexos pode ser de difícil implementação e de custo computacional proibitivo (Hosder
e Walters, 2010; Blatman e Sudret, 2011).
O método não intrusivo é o método utilizado neste trabalho: Identifica-se a equação do modelo e
onde os coeficientes desconhecidos podem ser calculados por diferentes métodos. Os coeficientes
são estimados usando equações do modelo de saída, expresso como um PEC, em um conjunto de
pontos que vai depender do método utilizado. Para cada conjunto de saída têm-se um conjunto
de equações com coeficientes desconhecidos não requerendo a modificação do código numérico. A
limitação do método está no cálculo dos coeficientes do PEC, utilizando simulações dos parâmetros
aleatórios como uma "caixa preta"em que entram os valores das variáveis e sai a resposta.
Entre os métodos não intrusivos destacam-se: O método da projeção (Maitre et al., 2001; Ghiocel
e Ghanem, 2002; Keese e Matthies, 2005), o método da colocação estocástica (Isukapalli, 1999;
Xiu e Hesthaven, 2005; Dongbin, 2009), o método da regressão (Berveiller et al., 2006; Blatman e
Sudret, 2010; Blatman e Sudret, 2011). O método da colocação junto com o método da regressão
foi usado nesta pesquisa para melhorar a precisão dos coeficientes, dado que a quantidade e
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qualidade dos pontos de colocação definirá a qualidade da aproximação.
O método da projeção assume que a resposta aleatória do modelo Y é escrita como uma ex-
pansão de polinômios de caos, como está descrita na Equação (2.7). O método da projeção têm
como objetivo estimar os coeficientes do PEC, yi, explorando a ortogonalidade da base truncada
{Ψζ , ζ ≤ N}. Multiplicando a Equação (2.7) por Ψβ (ξ) e calculando o valor esperado, obtém-
se a expressão teórica de cada coeficiente, yζ , em que usando técnicas de integração numéricas




wi Y (ξ (i)) Ψζ (2.13)
em que wi é o peso de integração da realização i de entrada. Existem duas classes de esquemas
de projeção que podem ser usadas: métodos de simulação e o método de quadratura.
O método da regressão, trabalha com PEC truncado para efeitos computacionais, considerando
uma série de expansão que pode ser vista como uma soma da série truncada e um residual (εN ),




yiΨi (ξ) + εN (2.14)
em que os coeficientes desconhecidos y e o polinômio multivariado Ψ (ξ) podem ser expressos em
forma vetorial como indica-se abaixo:
y = {y0, y1, · · · , yN−1}T
Ψ (ξ) = {Ψ0(ξ),Ψ1(ξ), . . . ,ΨN−1(ξ)}T
(2.15)
Reescrevendo a Equação (2.14) como,
Y = yTΨ (ξ) + εN (2.16)
é possível determinar os coeficientes desconhecidos y como um problema de regressão; que mini-
miza o erro quadrático médio residual, mostrado a seguir.
yˆ = argminE
[(
Y − yTΨ (ξ)
)2]
(2.17)
em que yˆ é o vetor de coeficientes desconhecidos aproximados. O método da colocação tem em
conta os pontos de máxima probabilidade para cada polinômio de Hermite, sendo utilizados para
determinar a resposta do sistema. Na próxima seção é apresentado com mais detalhe o método
de colocação utilizado na pesquisa.
Seleção dos pontos de colocação
A seleção dos pontos de colocação de um PEC de dimensão n e de ordem p correspondem às raízes
do polinômio seguinte, ou seja, p+1, de cada variável de entrada. O conjunto de pontos de coloca-
ção é eleito de todas as combinações possíveis ( ξ1,1, ξ2,1, ξ3,1, · · · , ξn,1), (ξ1,2, ξ2,2, ξ3,2, · · · , ξn,2) ,
14
· · · , (ξ1,N , ξ2,N , ξ3,N , · · · , ξn,N ) com a maior probabilidade. Por exemplo, o primeiro conjunto de
pontos de colocação é (0, 0, 0, · · · , 0) que corresponde às médias das variáveis aleatórias normais
padronizadas. O conjunto de pontos de colocação corresponde à combinação das raízes que gerem
a mais alta probabilidade, até gerar os N conjuntos de pontos de colocação. O número de pontos
de colocação selecionados deve ser duas vezes o número de coeficientes desconhecidos a serem
estimados nos polinômios de caos para obter um estimador robusto do coeficiente (Isukapalli,
1999).
O método de colocação probabilístico pode ser instável para PEC de alta ordem, já que os pontos
devem passar por todos os pontos de colocação selecionados, e qualquer um deles no espaço do
modelo pode atrapalhar o comportamento do polinômio (Isukapalli, 1999). Esta pesquisa utilizou-
se inicialmente dos pontos de máxima probabilidade, porém, encontrou-se que os pontos gerados
pela sequência de Sobol oferece melhores resultados com menor quantidade amostral.
2.1.3 Transformação do PEC com diferentes funções densidade de probabili-
dade
Muitas situações em sistemas mecânicos precisam de variáveis aleatórias com funções densidade
de probabilidade diferente, que representem a aleatoriedade do problema físico, e elas devem ser
modeladas dentro de uma base consistente. Existem duas técnicas usadas na literatura: o método
de transformação e o algoritmo de polinômios de expansão de caos generalizado segundo Xiu e
Karniadakis (2002), que classifica os polinômios ortogonais hipergeométricos e a relação entre eles.
O PEC generalizados não são limitados aos polinômios de Hermite (para funções densidade de
probabilidade normal) não correlacionados. Esta pesquisa usa o método da transformação para o
caso de variáveis aleatórias não normais.
Transformação de variáveis não normais
Os sistemas mecânicos podem ter diversidade de variáveis aleatórias, todas elas associadas com
fX (x), sendo por isso, ainda mais difícil atribuir-lhe um polinômio ortogonal à fX (x) de cada
variável. Uma transformação isoprobabilística pode ser feita tal qual um mapeamento que leva do
espaço das variáveis originais a um espaço das variáveis aleatórias normais padronizadas, as quais
são a base dos polinômios de Hermite. Uma forma simples de fazê-lo é calcular a inversa de sua
fX (x) da variável original do problema e substituir esse valor na fX (x) da normal padronizada.
A transformação de 14 tipos de função de densidade frequentemente usados são resumidos na
Tabela 2.2, em que ξ é uma variável aleatória com distribuição de probabilidade normal padroni-
zada. Os dois primeiros momentos estatísticos µ e σ são a média e o desvio padrão das variáveis



































































































































































































































































































































































































































































































































































































































O diagrama de fluxo apresentado na Figura 2.2, é uma combinação dos trabalhos apresentados
por (Isukapalli, 1999) e (Huang et al., 2009), e indica os passos a seguir no modelo da colocação
estocástica com regressão. O diagrama é composto por 4 grandes partes; a primeira é a repre-
sentação das variáveis aleatórias de entrada no espaço das variáveis aleatórias normais padrão. A
segunda e a terceira parte estão relacionadas a expressar o polinômio em uma base consistente e a





Transformar as variáveis aleatórias
correlacionadas e expressar as variáveis de
entrada e saída como funcionais.
Representação da saída em polinômios de
expansão de caos (Polinômios Hermite)
O Problema Físico
Realização da entrada usando o método dos
pontos de colocação probabilístico no
Modelo Físico
Parâmetros  das variáveis aleatórias de entrada
ãoe seleccionar as variáveis aleatórias padr
Realização das saídas e estimar os
coeficientes do polinômio de expansão de
caos
Cálculo dos parâmetros estatísticos e índice
de confiabilidade e probabilidade de falha
Estimação dos coeficientes
desconhecidos do PEC
Estimação da estatística e
análise de confiabilidade da saída
Figura 2.2: Diagrama de fluxo do método da colocação baseado em regressão
2.1.4 Pós-processamento dos coeficientes de expansão de caos
A representação da resposta da variável aleatória do modelo em termos de seus polinômios de





Os coeficientes do PEC devem ser pós-processados para gerar algumas quantidades de interesse
como: média (µ), desvio padrão (σ), assimetria e curtose da resposta, definidos abaixo como
momentos estatísticos, e a fX (x) é gerada por um modelo analítico usando SMC.
Função densidade de probabilidade da resposta
Para obter uma representação gráfica da resposta da fX (x), a série de expansão dada na Equação
(2.18) pode ser simulada usando SMC, gerando um conjunto de amostragem
{
yi, i = 1, · · · , n}
que pode gerar um histograma e a fX (x) da variável de saída. Embora fX (x) seja uma função
que contem todos os momentos estatísticos, é possível obter alguns dos momentos estatísticos
utilizando-se apenas os coeficientes do PEC. Além disso, o tempo de simulação de um modelo
pode diminuir se, por exemplo, um modelo com 10 variáveis aleatórias, determinado um modelo
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aproximado definido com p=3, o número de simulações necessárias seria de 572, de acordo com a
Equação (2.8).
Momentos estatísticos
Os momentos estatísticos podem ser encontrados para alguma ordem dos momentos da amos-
tragem da resposta
{
yi, i = 1, · · · , n}. Porém, devido à ortogonalidade dos coeficientes do PEC,
alguns momentos podem ser dados em expressões analíticas, o que evita a amostragem. O valor
da média e da variância de Y, µYˆ e σYˆ , respectivamente, são expressos nas equações a seguir
µYˆ ≡ E [Y ] = y0 (2.19)




em que E[Y ] corresponde ao valor esperado do vetor de saída, y0 é o primeiro coeficiente do PEC
e V ar[Y ] é a variância da saída Y . O momento de maior ordem pode ser diretamente calculado,



































em que dijk = E [Ψi (X) Ψj (X) Ψk (X)] representa o valor esperado do produto triplo do polinô-
mio multivariado e dijkl = E [Ψi (X) Ψj (X) Ψk (X) Ψl (X)] é o valor esperado do quarto produto
do polinômio multivariado. No caso de polinômios de Hermite, os coeficientes podem ser cal-
culados analiticamente (Sudret, 2007). O conjunto de dijk e dijkl, assim chamados de produtos
espectrais, tem uma estrutura dispersa, no sentido que muitos de seus valores são zero.
2.1.5 Sequência de Sobol
A sequência de Sobol pertence à família de sequências quase aleatórias que são projetadas para
gerar amostras de múltiplos parâmetros tão uniformemente distribuídas quanto possível sobre
o espaço de parâmetros multidimensional (Saltelli et al., 2010; Todorov et al., 2017). A maior
diferença para números pseudo-aleatórios é que os valores amostrais são escolhidos considerando
os pontos amostrados anteriormente e evitando assim a ocorrência de aglomeração. A dispersão
na exploração do espaço de variáveis multi-dimensionais é baixo comparada com outras técnicas
de amostragem. A média estimada de uma função Y (x1, x2, ..., xk) avaliada nas combinações dos
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2 · · · x(2)k
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2 · · · x(M)k

(2.23)
em que k representa a dimensão do problema; convergirá rapidamente pela média da função
que no caso de amostragem pseudo-aleatório (Todorov et al., 2017). A fim de utilizar o PEC
para estimar o carregamento máximo no DCT, realizou-se uma calibração dos polinômios em
confiabilidade desde o ponto de vista da simulação numérica.
2.1.6 Aplicação geral do PEC
O PEC é um método espectral (Papoulis, 1991; Isukapalli, 1999; Ghanem e Spanos, 2003; Phoon
e Huang, 2007; Blatman, 2009; Huang et al., 2009) que permite a propagação da incerteza das va-
riáveis aleatórias de entrada. A propagação se dá através da construção de funcionais não lineares
dependentes da solução (Ghanem e Spanos, 2003; Le-Maître e Knio, 2010) da variável aleatória de
saída, que irá facilitar a quantificação da incerteza da saída através de fX (x) (Tatang, 1995). A
convergência da solução aproximada é medida por comparação do PEC de diferente grau, segundo
Isukapalli (1999), ou entre PEC e SMC (Sudret, 2007; Le-Maître e Knio, 2010), assegurando
a precisão dos resultados. A convergência espectral vai depender da alta diferenciabilidade das
funções de Hermite contida em cada variável aleatória normal padrão segundo Xiu (2010).
Uma aplicação do PEC de maneira geral é realizada a seguir. Considere um modelo compu-
tacional com uma variável aleatória de saída (Y ) com quatro variáveis aleatórias de entrada
(X1, X2, X3, X4) em que as fX (x) estão dadas na Tabela 2.3. As variáveis aleatórias de entrada
podem ser transformadas no espaço normal padrão, um exemplo é apresentado na Tabela 2.3 e
expressadas como variáveis aleatórias normais padrão ξ1, ξ2, ξ3 e ξ4, em que ξ1, ξ2, ξ3 e ξ4 são iid.
Tabela 2.3: Transformação do espaço das variáveis aleatórias normais padrão ao espaço das va-
riáveis aleatórias, x = f(ξ)
Variável fX (x) µ σ x = f(ξ)










X2 Lognormal p2 q2 X2 = e(p2+q2ξ2)





9p3 + 1− 29p3
)3
X4 Normal p4 q4 X4 = ξ4q4 + p4
Na Tabela 2.3, relacionam-se as variáveis Xi e as variáveis ξi em função dos parâmetros µ e σ
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e não dos parâmetros da fX(x), e erf corresponde à função erro. Uma aproximação do modelo
computacional, expressado como um funcional de segunda ordem em termos de ξ1, ξ2, ξ3 e ξ4, é:

















+ y9ξ1ξ2 + y10ξ1ξ3 + y11ξ1ξ4 + y12ξ2ξ3+
+ y13ξ2ξ4 + y14ξ3ξ4
(2.24)
Para estimar os 15 coeficientes da Equação (2.24), é necessário a seleção de um conjunto de pontos
de amostragem N, igual ao dobro do número de coeficientes do PEC (Isukapalli, 1999), ou seja,
30 para este caso na forma de:
(ξ1,1, ξ2,1, ξ3,1, ξ4,1) , (ξ1,2, ξ2,2, ξ3,2, ξ4,2) , (ξ1,3, ξ2,3, ξ3,3, ξ4,3) , · · · ,
(ξ1,30, ξ2,30, ξ3,30, ξ4,30)
(2.25)
A seleção dos pontos de amostragem foi discutida na seção seleção dos pontos de colocação, sendo
que estes pontos correspondem à amostragem do modelo original (x1,1, x2,1, x3,1, x4,1) , · · · ,





































os pontos no espaço das variáveis de entrada (x1,1, x2,1, x3,1, x4,1) , · · · ,
(x1,30, x2,30, x3,30, x4,30) são substituídos na formulação do problema original para estimar as
saídas (Y1,1, Y2,1, Y3,1, Y4,1) , · · · , (Y1,30, Y2,30, Y3,30, Y4,30). A formulação polinomial expressa na
Equação (2.24) pode ser escrita na forma matricial, levando em conta as variáveis de saída, assim:































e a matriz A representa os valores de cada grau do polinômio para cada variável no espaço das
variáveis aleatórias normais patronizadas e é dada a seguir:
A =

1 1 1 1 · · · 1
ξ1,1 ξ1,2 ξ1,3 ξ1,4 · · · ξ1,30
ξ2,1 ξ2,2 ξ2,3 ξ2,4 · · · ξ2,30
ξ3,1 ξ3,2 ξ3,3 ξ3,4 · · · ξ3,30
ξ4,1 ξ4,2 ξ4,3 ξ4,4 · · · ξ4,30
ξ21,1 − 1 ξ21,2 − 1 ξ21,3 − 1 ξ21,4 − 1 · · · ξ21,30 − 1
ξ22,1 − 1 ξ22,2 − 1 ξ22,3 − 1 ξ22,4 − 1 · · · ξ22,30 − 1
ξ23,1 − 1 ξ23,2 − 1 ξ23,3 − 1 ξ23,4 − 1 · · · ξ23,30 − 1
ξ24,1 − 1 ξ24,2 − 1 ξ24,3 − 1 ξ24,4 − 1 · · · ξ24,30 − 1
ξ1,1ξ2,1 ξ1,2ξ2,2 ξ1,3ξ2,3 ξ1,4ξ2,4 · · · ξ1,30ξ2,30
ξ1,1ξ3,1 ξ1,2ξ3,2 ξ1,3ξ3,3 ξ1,4ξ3,4 · · · ξ1,30ξ3,30
ξ1,1ξ4,1 ξ1,2ξ4,2 ξ1,3ξ4,3 ξ1,4ξ4,4 · · · ξ1,30ξ4,30
ξ2,1ξ3,1 ξ2,2ξ3,2 ξ2,3ξ3,3 ξ2,4ξ3,4 · · · ξ2,30ξ3,30
ξ2,1ξ4,1 ξ2,2ξ4,2 ξ2,3ξ4,3 ξ2,4ξ4,4 · · · ξ2,30ξ4,30
ξ3,1ξ4,1 ξ3,2ξ4,2 ξ3,3ξ4,3 ξ3,4ξ4,4 · · · ξ3,30ξ4,30

(2.29)
Os coeficientes desconhecidos yj presentes na Equação (2.18) podem ser estimados, uma vez que
os coeficientes são estimados. A distribuição de Y está completamente descrita pelo PEC como
é mostrada na Equação (2.24). No presente trabalho, um método não intrusivo é utilizado para
estudar a fadiga e viscoelasticidade (Capítulo 3) e o efeito da taxa de carregamento (Capítulo 5)
no carregamento máximo e a energia total de fratura via PEC. A seleção dos pontos de colocação
são estimados usando sequência de Sobol (Capítulo 4), para determinar a saída do sistema, e a
regressão é utilizada para achar os coeficientes determinísticos.
2.2 Confiabilidade
Esta seção tem por finalidade estabelecer as bases de verificação da probabilidade de falha de
diferentes equações encontradas na literatura mediante simulação numérica de um modelo ma-
temático no espaço das variáveis padronizadas, ξ, e validadas por SMC no espaço das variáveis,
X.
2.2.1 Introdução
Nos projetos estruturais, um dos principais objetivos é assegurar o funcionamento do sistema
dentro das especificações estabelecidas com nível de segurança máxima e levando em consideração
as restrições econômicas do projeto. Os riscos aos quais uma estrutura está sujeita é chamado
de probabilidade de falha e são avaliados pela aplicação dos métodos de análise da confiabilidade
estrutural. Logo, o objetivo da análise da confiabilidade estrutural é garantir que a resistência dos
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elementos da estrutura sejam maiores que a demanda de resistência imposta em toda a sua vida
útil. As variáveis do projeto estrutural são grandezas físicas na confiabilidade estrutural, que são
consideradas aleatórias e podem ser representadas em um vetor aleatório X, descrito na Equação
(2.30).
X = (X1, X2, X3, , · · ·Xn) (2.30)
A probabilidade de falha de uma estrutura é obtida a partir da avaliação das incertezas inerentes
das variáveis do projeto Xi, por meio das fX(x) das variáveis aleatórias. A fim de estabelecer a
probabilidade de falha, estabelecem-se relações funcionais entre as variáveis aleatórias do projeto
através da função de desempenho h(X), que pode ser descrita como:
h (X) = g (X1, X2, X3, · · · , Xn) (2.31)
A superfície de falha, ou de estado limite, é definida quando h(X) = 0, caracterizado como o
limite entre as regiões de segurança e de falha. Na Figura 2.3 é representada a função de estado
limite h (X) = 0 como a parte hachurada enquanto que a função de densidade conjunta fReSe é
expressada como fX(Re, Se) da função de estado limite. Os efeitos das forças são representados










Figura 2.3: Função de densidade conjunta fReSe da função de desempenho Re−Se. Adaptado de
Nowak e Collins (2012)






fX (x1, x2, x3, · · · , xn) dx1dx2dx3 · · · dxn (2.32)
O cálculo da probabilidade de falha na Equação (2.32) é complexo, uma vez que envolve integrais
múltiplas e raramente se conhece a fX(x) conjunta das variáveis aleatórias, sendo esta impossível
de se obter. Não há metodologias que forneçam soluções para este problema, existem soluções
aproximadas com aplicação de métodos de simulação e métodos analíticos que aproximem à função
de estado limite por meio de superfícies lineares.
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2.2.2 Simulação numérica
A SMC envolve um número significativamente grande de simulações do modelo analítico ou numé-
rico com combinações das variáveis aleatórias. Tendo em conta a distribuição de probabilidades
e os parâmetros de distribuição, as variáveis aleatórias normais padrão podem ser obtidas através
da aplicação do método de transformação inversa (Melchers, 2001), vide a Equação (2.33).
ξ = Φ−1 (FX (xi)) (2.33)
Em que, Φ é a fX (x) normal padrão e FX (xi) , i = 1, 2, · · · , n são as funções cumulativa de
distribuição FX (x) marginais de Xi
Para definir os valores das variáveis aleatórias seguiu-se o seguinte algoritmo proposto por (Kewlani
et al., 2012), em que, dada a expressão Y = g (X), que representa o modelo sob consideração, o
X é um vetor que representa a incerteza nas variáveis de entrada, e Y representa um vetor de
saída estimado, assim:
1. Define-se as distribuições de probabilidade e os parâmetros da distribuição de cada variável
aleatória de entrada;
2. Gera-se um valor de amostra de cada uma das j variáveis (Xj), aplicando o método da trans-
formação inversa (Choi et al., 2004);
3. Avalia-se a resposta do modelo analítico, ou numérico, utilizando os valores (Xj);
4. Repete-se os passos 2) e 3), para gerar uma distribuição de probabilidade da resposta. O
número de simulações (Ns) é escolhido tal que a distribuição de saída converge para um valor
definido.
Neste trabalho, a simulação do modelo estocástico h (X) utiliza o método de Monte Carlo como
base para validar a precisão da abordagem baseado em PEC (Sudret e Der-Kiureghian, 2000;
Melchers, 2001; Kewlani et al., 2012).
Se NSMC é o número de simulações de Monte Carlo para cada variável aleatória no problema,
e cada combinação de variáveis aleatórias representa uma realização do problema. A solução do
problema NSMC vezes, deterministicamente, dará NSMC pontos de amostragem, no qual gerará
uma informação da aleatoriedade da resposta, ou saída, do sistema para cada conjunto de variáveis
básicas. A saída pode ser usada para calcular o histograma, fX (x), FX (x) e a probabilidade de
falha para a função estado limite, em que a precisão da avaliação cresce na medida em que aumenta
NSMC .
Cada conjunto gerado de acordo com a sua fX (x) é avaliado na função estado limite na Equação
(2.31), assumindo variáveis aleatórias iid, e avaliando h(X), vide Equação (2.31). É conhecido
que um valor de h(X) menor que zero indica falha, ou seja, o número de simulações que vai







Para uma probabilidade de falha pequena e/ou pequeno Ns, a estimativa de Pf pode estar sujeita
a erro. Devido à probabilidade de falha ser pequena (da ordem de 10−5) nas estruturas, os códigos
usam o índice de confiabilidade (β) definido como o inverso da função normal padrão cumulativa
(Φ) da Pf , veja a Equação (2.35):
β = Φ−1 (Pf ) (2.35)
2.3 Viscoelasticidade
Os materiais viscoelásticos lineares são caracterizados por um comportamento intermediário entre
um sólido elástico linear e um fluido viscoso o qual segue a lei de Newton. Ao aplicar uma tensão
de corte (τ) a um fluido, o corpo apresenta uma taxa de deformação ˙, proporcional à tensão
aplicada. Uma relação constitutiva dos fluidos Newtonianos é descrita na seguinte Equação e seu
comportamento é apresentado na Figura 2.4(a), em que η representa a viscoelasticidade.
τ = η˙ (2.36)
Os materiais viscoelásticos têm a capacidade de armazenar energia de deformação como um sólido


















Figura 2.4: Analogia mecânica dos modelos elástico e viscoso simples, (a) fluido simples (newto-
niano), (b) sólido elástico linear.
Os materiais considerados como sólidos elástico linear seguem a lei de Hooke, em que a tensão
(St) é proporcional à deformação (ε) e é independente do tempo, dada na Equação 2.37 e seu
comportamento é apresentado na Figura 2.4(b), em que E é o módulo de elasticidade.
St = Eε (2.37)
Fazendo uma analogia mecânica entre os materiais elétricos e viscoelásticos, o E é equivalente à
capacitância do circuito (mede a capacidade de armazenamento de energia) que é usado para exibir
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os diferentes modelos viscoelásticos que se encontram na literatura. Um exemplo dos modelos
viscoelásticos são: Maxwell, Kelvin, Sólido linear padrão, Boltzmann, Burgers, Generalizado de
Maxwell e Generalizado de Kelvin (Ferry, 1980; Christensen, 1982; Chaves, 2009). O modelo de
Boltzmann usado nesta pesquisa é exibido na Figura 2.5 e considera um elemento de Kelvin e um











Figura 2.5: Modelo de Boltzmann para materiais viscoelásticos.








S˙t = Ekε+ ηkε˙ (2.38)
em que Ek e ηk são respectivamente o módulo de elasticidade e a viscoelasticidade do modelo
de Kelvin, Es é o módulo de elasticidade de um modelo elástico linear e S˙t é a taxa de tensão.
Aplicando uma tensão constante ao longo do tempo e considerando as condições de contorno
ε (0) = ε0 para o tempo t = 0 e ε˙ (t) = 0, t > 0, e resolvendo a Equação (2.38) obtém-se (Meneses,
2015):


















, · · · , ρ1 = ηk
Es + Ek
(2.40)
E substituindo-os na Equação (2.39) obtém-se:
E (t) = E∞ + E1e
− t
ρ1 (2.41)
No Capítulo 3, esta equação será levada em consideração para encontrar a propagação da incerteza
no cálculo das deflexões estimadas em vigas de concreto usando PEC. A Equação anterior expressa
o módulo de relaxação como uma função do tempo e das relações dos módulos Es, Ek e ηk porém,
não é possível estabelecer uma relação para concreto envelhecido usando um modelo Boltzmann.
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2.3.1 Concreto envelhecido
A Equação (2.41) representa bem o comportamento viscoelástico dos materiais, porém, não é
capaz de representar o envelhecimento do material, pois o modelo depende da idade t′ em que
o material é carregado e da idade de análise do ensaio, te. Neste trabalho, adota-se o modelo
proposto por Araújo et al. (2017) na formulação do comportamento viscoelástico do concreto,














em que, E(te, t′) é o módulo de relaxação, considerando o envelhecimento e o tempo de carre-
gamento. O termo da direita da igualdade esta composto assim: o primeiro somatório é uma
função de t′ para a consideração do envelhecimento do material. O termo entre colchetes é a série
de Prony que representa o comportamento viscoelástico do material (Araújo et al., 2017). E∞
representa o módulo do material totalmente relaxado, ou seja, quando t → ∞; Ej é a parcela
elástica de cada dupla da série; ρj é o tempo de relaxação do material e βi representa o coeficiente
da função de envelhecimento. Outras variáveis são; ωi que representa o coeficiente relacionado à
idade de aplicação do carregamento, M que corresponde ao número de modelos de envelhecimento
do material levados em consideração e R é o número de duplas de séries consideradas na serie de
Prony. O modelo viscoelástico, levando em consideração processo de envelhecimento do concreto,
é utilizado no Capítulo 4 para avaliar as deflexões no centro do vão de uma ponte de material
quase frágil.
O PEC pode ser utilizados em diferentes áreas do conhecimento, dentre elas, a apresentada an-
teriormente. Uma nova aplicabilidade nesta tese consiste no uso do PEC em peças metálicas
sometidas fadiga uniaxial. Em fadiga uniaxial, este trabalho considera a aleatoriedade do mate-
rial e do carregamento na análise de ciclos de vida para falha de peças metálicas.
2.4 Fadiga
Nesta seção são abordadas noções básicas de fadiga uniaxial, necessárias para o desenvolvimento do
modelo numérico que vai permitir estabelecer uma relação matemática entre as variáveis aleatórias
e o número de ciclos de vida para falha por fadiga.
2.4.1 Comportamento tensão-deformação cíclico
O comportamento observado a partir das tensões e deformações (ε) que agem sobre um material
submetido a carregamento cíclico ao longo do tempo, foi estudado por Morrow (1965) em corpos
de prova de cobre. Os ensaios foram para diferentes tratamentos térmicos (totalmente recozido,
parcialmente recozido e laminado a frio) com carregamento uniaxial cíclico de amplitude constante,
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como se visualiza na Figura 2.6(a). A εmax e εmin correspondem a deformação máxima e mínima,













2N = 8060 reversõesf
De = 0.0078
2N = 4400 reversõesf
De = 0.0099
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(b)
Figura 2.6: Ensaios de fadiga axial com deformação controlada, (a) carregamento uniaxial cíclico
de amplitude constante, (b) laços de histerese. Adaptado de Morrow (1965)
A Figura 2.6(b) possui uma fase transiente, na qual os laços de tensão-deformação mudam em
relação ao número de ciclos e tem uma fase estacionária ou estabilizada, no qual os laços de tensão-
deformação permanecem inalterados. Na Figura 2.7 apresenta-se um laço de histerese estabilizado








Figura 2.7: Representação esquemática de um laço de histerese estabilizado
Nota-se que a deformação total, ∆ε, pode ser decomposta na deformação elástica, ∆εe, e na
deformação plástica, ∆εp, como se indica na seguinte Equação.
∆ε = ∆εe + ∆εp (2.43)
Em termos da amplitude de deformação é possível expressar as deformações anteriores conforme
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a Equação abaixo:
εa = εea + εpa (2.44)
em que εa = ∆ε2 , εpa =
∆εp
2 e εea =
∆εe
2 são as amplitudes de deformação total, plástica e elástica,
respectivamente. A amplitude de deformação elástica segue a lei de Hooke, εea = SaE em que
Sa = ∆S2 é a amplitude de tensões, ∆S é a tensão total e E é o módulo de elasticidade.
Geralmente, assume-se que a amplitude de tensão, Sa, e a amplitude de deformação plástica estão
relacionadas da seguinte maneira:
Sa = H ′εn
′
pa (2.45)
em que, H ′ é o coeficiente de encruamento cíclico e n′ é o expoente de encruamento cíclico, sendo
ambos parâmetros do material. Caso sejam produzidos diferentes laços de histerese estabiliza-
dos, cada um associado a uma εa diferente, tem-se um conjunto de laços de distintos tamanhos,
conforme a Figura 2.8(a).











































Figura 2.8: Curva S - ε cíclica, a) laços de histerese estabilizados, b) construção curva S - ε cíclica
Traçando os pontos máximos ou de maior ε de cada laço estabilizado em um mesmo gráfico,
obtém-se a curva chamada curva tensão-deformação cíclica, vide a Figura 2.8(b).
A Equação (2.45) pode ser representada em escala log-log como uma linha reta para diferentes
laços de histerese, correspondendo amplitudes de tensão e εp. Substituindo a Equação (2.45) na
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Esta equação é comumente chamada relação de Ramberg-Osgood por possuir a mesma forma da
expressão proposta por Ramberg e Osgood (1943).
2.4.2 Curva deformação-vida
A relação entre εa e o número de ciclos para a falha por fadiga é representada pela curva
deformação-vida. Fazendo a decomposição da Equação (2.44):




Basquin (1910) propôs uma relação de potência entre Sa e o número de ciclos para falha por
fadiga, como Sa = S′f (2Nf )
b, em que b e S′f são o expoente e o coeficiente de resistência à fadiga,
respectivamente, e Nf é o número de ciclos para a falha por fadiga. Coffin (1954) e Manson
(1954), de forma independente, propuseram a relação de potência entre a εpa e o Nf . Essa
relação é εpa = ε′f (2Nf )
c em que, c e ε′f são o expoente e o coeficiente de ductilidade à fadiga,
respectivamente. Substituindo-se Sa e εpa na Equação (2.47), chega-se a equação que relaciona




(2Nf )b + ε′f (2Nf )c (2.48)
Maiores informações para obter os parâmetros da curva deformação-vida podem ser encontrados
na norma ASTME606-92 (1992).
2.4.3 Efeito da tensão média
Seja um material submetido a uma história de deformação controlada, de amplitude constante e
deformação média (εm) diferente de zero, como é ilustrado na Figura 2.9 (a), em que εmax é a
deformação máxima e εmin representa a deformação mínima. Para este caso, a história de tensões
possui uma tensão média (Sm) que varia com cada ciclo de carregamento, vide Figura 2.9(b), que
influencia a falha por fadiga sendo Smax a tensão máxima e Smin a tensão mínima. Várias relações
têm sido desenvolvidas para quantificar o efeito da Sm na falha por fadiga (Morrow, 1968; Smith
et al., 1970).
Este trabalho utilizou a combinação da metodologia de Neuber para estimar as St e ε na raiz do
entalhe e Morrow (1968) para estimar o dano à fadiga produzido por cada ciclo de carregamento.
Esta combinação foi abordada no modelo elaborado por Negrão (2014) e foi modificado pelo autor
desta pesquisa para considerar um modelo probabilístico usando SMC e PEC, tanto para os ensaios
com carregamento de amplitude constante quanto para os de amplitude variável. Morrow propôs
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(2Nf )b + ε′f (2Nf )c (2.49)











Figura 2.9: Ensaios de fadiga axial com deformação controlada, (a) com εm 6= 0, (b) variação da
Sm ao longo do tempo (t).
Segundo Dowling (2012), a relação de Morrow pode ser utilizada para estimar Nf em aço. Os ma-
teriais submetidos às ações cíclicas podem ser de amplitude variável, já que não é possível garantir
valores de carregamentos de amplitude constantes, dadas as variações na aplicação do carrega-
mento, imperfeições no equipamento e o desconhecimento da aleatoriedade do carregamento.
2.4.4 Carregamento de amplitude variável
Em condições de serviço reais, uma estrutura pode se encontrar submetida a amplitudes de car-





Figura 2.10: Carregamento de amplitude variável
Como uma introdução ao cálculo do Nf , considere uma situação de simples carregamentos de am-
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plitude variável, de acordo com a Figura 2.11. Aplicando, inicialmente N1 ciclos de carregamento
de amplitude Sa1, o dano produzido pode ser definido como D1 = N1Nf1 em que, Nf1 é o número
de ciclos para gerar a falha por fadiga devido ao carregamento de amplitude Sa1. Aplicando N2
ciclos de carregamento de amplitude Sa2, o dano é D2 = N2Nf2 , e para Nn ciclos de carregamento
de amplitude San é Dn = NnNfn , em que, Nfn é o número de ciclos para a falha por fadiga devido
ao carregamento de amplitude San, veja a Equação (2.50). Segundo a regra de Palmgren (1924) e









+ · · ·+ Nn
Nfn
= 1 (2.50)























Figura 2.11: Predição de vida, segundo a regra de Palmgren-Miner, (a) carregamento de amplitude
variável formado pelos trechos de amplitude constante, (b) curva S-N. Adaptado de Dowling (2012)
.
O dano Db produzido por um bloco de carregamento é Db =
∑n
i=1Di. A falha por fadiga ocorre
quando o número de repetições do bloco Nbf é multiplicado pelo dano produzido por um bloco e
se iguala a 1, como é apresentado a seguir;
NbfDb = 1 (2.51)
O dano produzido por um carregamento de amplitude irregular, como o indicado na Figura 2.10,
pode ser calculado utilizando a regra de Palmgren-Miner, somando os danos produzidos por cada
um dos ciclos de carregamento. A metodologia da tese para calcular o Nf de componentes enta-
lhados pela deformação-vida requer o conhecimento das St e ε que atuam na raiz do entalhe, estas
St e ε podem ser obtidas por elementos finitos ou métodos aproximados. As tensões e ε na raiz do
entalhe são estimadas a partir das St e ε fictícias obtidas por meio de uma análise elástica. Em
seguida, será brevemente expressado o método de Neuber (1961), usado como método aproximado
na estimativa das St e ε na raiz do entalhe.
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2.4.5 Cálculo de tensões e deformações em entalhes
Inicialmente considera-se um componente submetido a carregamento monotônico, em que uma
análise das St e ε é realizada, depois a análise é estendida para carregamentos cíclicos, conforme
proposto por Topper et al. (1969). Considerando-se o elemento perfurado apresentado na Figura
2.12a sob carregamento monotônico, define-se St como tensão aplicada e ε a deformação na raiz







em que, Kt é o fator de concentração de tensão elástica, S é a tensão nominal e e é a deformação





















Figura 2.12: Escoamento cíclico em material elástico perfeitamente plástico, (a) lâmina perfurada
sujeita a St cíclica, (b) tensão elástica sem escoamento, (c) variação de K de acordo com o nível
de St e ε perto do furo. Adaptado Dowling (2012).
Na Figura anterior, após o escoamento plástico do material, o nível de concentração de tensão, KS ,
tende a diminuir, enquanto o nível de concentração de deformação, Kε, tende a aumentar. Aqui








O método de Neuber estabelece que o fator de concentração tensão elástica é igual à média





Substituindo-se a Equação (2.53) em (2.54) e considerando que o comportamento nominal é elástico





Na raiz do entalhe, as tensões e deformações devem seguir a relação tensão-deformação do material,










em que, H ′ e n′ são o coeficiente de encruamento e o expoente de encruamento monotônico,
respectivamente. Substituindo-se a Equação (2.56) em (2.55), obtém-se a Equação (2.57) não













Conhecida a St, substitui-se na Equação (2.56), para obter-se a ε na raiz do entalhe do furo.
O PEC é usado em outras áreas do conhecimento diferente a fadiga, como por exemplo, na
determinação das propriedades da mecânica da fratura. Este trabalho considera a aleatoriedade
do material e diferentes taxa de carregamento na análise do carregamento máximo e a energia
total de fratura em DCT, considerando-o material quase frágil.
2.5 Mecânica da fratura
A modelagem da propagação da trinca utiliza a mecânica da fratura como um insumo básico
fundamentado em um enfoque de tensões ou energia para prever a propagação de trincas em
materiais. A mecânica da fratura trata do comportamento da propagação de descontinuidades de
partículas, e para que isto ocorra é necessário uma força com módulo maior que a resistência de
















Figura 2.13: Falha à fratura. (a) Modo I, (b) Modo II e (c) Modo III.
Existem três modos de falha que são analisados na mecânica da fratura: modo de abertura ou
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modo I, apresentado na Figura 2.13(a), que será usado nesta pesquisa, cortante no plano ou modo
II, vide a Figura 2.13(b). Por último, o modo cortante fora do plano ou modo III, apresentado na
Figura 2.13(c) (Van-Mier, 2013), e a combinação dos modos são referidos como modos mistos.
2.5.1 Noções básicas de mecânica da fratura
Dos ensaios realizados à fratura, analisa-se uma dependência inversa entre a St e o comprimento
do entalhe no corpo de prova. Existe uma amplificação da intensidade de tensão dependendo da
direção de aplicação da carga para o material perto do entalhe, definido como fator de intensidade










em que, a tensão aplicada na direção de análise é SY para a fratura em modo I, χ é a rotação
em relação à linha de propagação da trinca, λ é a distância medida desde a ponta da trinca até a
ponta do entalhe (Sanford, 2002). A tensão nominal de resistência à propagação de fratura, (SN ),







W f (α) (2.59)
Sendo Gf a energia inicial à fratura e cn um coeficiente que representa os diferentes tipos de
estruturas, em que cn =1 é usado em placa carregada axialmente e cn = 1, 5Lvh para uma viga
(Lv é o vão e h é a altura da viga), e E o módulo de elasticidade. O fator geométrico é definido
como uma relação entre o comprimento fissurado, a, e o comprimento não fissurado, W, relação
também definida como α = aW .
Em materiais quase-frágeis, a mecânica da fratura elástico linear, em inglês Linear Elastic Fracture
Mechanics (LEFM), não pode ser usada para a zona não elástica que está presente na ponta da
trinca do elemento. Uma opção para modelar materiais com zona de processo de fratura não linear
pode ser a mecânica da fratura não linear elástica ou a mecânica da fratura elasto-plástica. Assim
como, combinações de critérios tais como Integral J (Hutchinson, 1968; Rice e Rosengren, 1968) e
deslocamento de abertura na ponta da trinca, em inglês Crack Tip Open Displacement (CTOD)
(Wells, 1963), também têm sido utilizados.
Em materiais quase-frágeis, a mecânica da fratura considera singularidade significativa devido ao
comprimento da zona de processo de fratura, em inglês Fracture Process Zone (FPZ). A FPZ é
a região na qual as tensões são amplificadas devido ao entalhe, trecho de não linearidade física
situado no contorno da trinca (Bažant e Becq-Giraudon, 2002). Uma das metodologias usadas
para aproximá-la à LEFM, é realizar uma aproximação do comprimento do entalhe para um






Figura 2.14: Comprimento equivalente de fratura
Considere que:
a = a0 + ∆a (2.60)
em que a é o comprimento de trinca equivalente, a0 corresponde ao comprimento do entalhe
inicial e ∆a é o comprimento da zona de processo. Considerando a aproximação do comprimento







em que α0 = a0/W . Em grandes estruturas, o valor de ∆a pode se aproximar à metade da FPZ,
chamado de comprimento equivalente da zona de fratura, cf , obtendo um novo a. No momento
em que, f(α) não apresenta sinuosidades, pode-se utilizar a aproximação por expansão da série

















+ · · · (2.62)
Em que, f ′(α0) e f ′′(α0) correspondem à primeira e segunda derivada da função de fator geométrico





W f (α0) + cf f ′ (α0)
(2.63)
A equação anterior consegue representar casos em que a0 tem valores entre 0,10 e 0,50 ; devido a
cf apresenta dimensão maior que a0 ou casos em que a0 se aproxima de W.
Bažant et al. (1984) usou a teoria do comprimento equivalente da mecânica da fratura elástico não
linear, em inglês Non-Linear Elastic Fracture Mechanics (NLEFM), para vinculá-la com o modelo
de efeito escala. Isto visa estimar a SN , de uma estrutura fraturada ou com trinca pré-existente
dependente de W, para estruturas com geometrias similares e razão a0/W (Bažant, 2001).
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2.5.2 Determinação dos parâmetros de fratura considerando o EEB
Existe uma relação entre a tensão de resistência e a altura do elemento estrutural com entalhes
segundo Bažant e Planas (1997). Plotando em escala bi-logarítmica, em que a coordenada x
representa ao número de fragilidade do material para a geometria referida, e a abscissa y define o
valor da tensão resistente padronizado. A Equação (2.63) pode ser aproximada por uma equação
linear como esta expressa a seguir:
YEEB = AW + C (2.64)







em que, B é a espessura e o carregamento deve levar em conta o peso próprio do elemento e o
carregamento último registrado para o caso de vigas, assim:
P = Pult + PP (2.66)
em que, Pult corresponde ao carregamento máximo no ensaio de fratura em modo I e PP é o peso
do elemento. No caso do DCT, pela configuração do ensaio de fratura em modo I, o P = Pult.
Na reta definida na Equação 2.64 a variável independente é a altura do elemento estrutural (X=W),
a intercessão é C e a inclinação A definem a reta de regressão no plano bilogarítmica e YEBB é a
saída no modelo de EEB no plano bilogarítmico. Um dos modelos mais usados para determinar
as propriedades da mecânica da fratura é definido por RILEM (1990), que institui o ensaio de
viga sob flexão em 3 pontos com entalhe único. No presente trabalho, é proposta uma nova
metodologia que usa o DCT no ensaio de fratura em modo I para determinar as propriedades à
fratura do material quase frágil.
Existe uma dispersão nos valores da Equação (2.65), mesmo quando se mantém constante o valor
de W. É conveniente um mínimo de 3 tamanhos diferentes dos corpos de prova para conseguir
estabelecer com precisão os valores da inclinação A, e da interseção da reta C. Os parâmetros são



























Em que, nn é o número de ensaios para tamanho, e k representa o k-ésimo resultado do ensaio.
O E da curva P-CMOD para o ensaio de fratura em modo I do DCT, via compliance, é denotado
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em que Ci corresponde ao inverso da inclinação da parte inicial da reta da curva P-CMOD, entre
0% e 50% do Pmax, e VCMOD é definido a seguir.
VCMOD(α0) =
501, 8α30 + 2294α20 + 4349α0 + 1384
α40 + 272, 2α30 − 139, 8α20 − 569, 3α0 + 433, 9
(2.70)





Em que, Amirkhanian et al. (2015) define o fator de correção geométrico como F (α), que pode
ser expresso como o fator de forma do DCT, f(α), assim:
f(α) = [F (α)]2 =
[
−1, 498α3 + 4, 569α2 − 1, 078α+ 0, 113
α4 − 2, 408α3 + 1, 717α2 − 0, 3467α+ 0, 0348
]2
(2.72)





Em que, f ′ (α0) é a derivada do fator geométrico do DCT com respeito α0 e, para o desenvolvimento
desta pesquisa, f ′(α0) é avaliada de forma numérica:
f ′ = [f(α0 + ∆x)]
2 − [f(α0 −∆x)]2
(α0 + ∆x)− (α0 −∆x) (2.74)
em que ∆x = 1E + 06 (assumido nesta pesquisa). O fator de intensidade de tensões crítico da










, para o estado plano de tensões e o estado plano de deformações respectiva-
mente, e ν é o coeficiente de Poisson.
Baseado na LEFM, o deslocamento de abertura da trinca, em inglês crack opening displacement
(COD) perto da ponta da trinca pode ser avaliada a partir do KI para o estado plano de tensões








em que, r é a distância a partir da ponta da trinca. Para corpos infinitamente grandes COD =
CTODC quando r = cf , e CTODC é o deslocamento de abertura na ponta da trinca crítico, em






O ponto de quebra no modelo coesivo bilinear está localizado (wk,Ωft) como:
Ω = 1− CTODCft2Gf (2.78)
em que, ft é a resistência a tração. A energia total à fratura, GF , é estimada como a área abaixo
da curva P-CMOD dividida pela área de ligação, como é mostrado abaixo.
GF =
∫ CMODf
0 P d CMOD
(W − a0)B (2.79)
A modelagem de propagação das trincas discretas atualmente é realizada usando o modelo de
zona coesiva. A ideia de um modelo coesivo é baseada na suposição de que o material de processo
de falha, durante a fratura, ocorre apenas em uma zona em forma de banda estreita na frente da
trinca principal. De acordo com esta abordagem, o dano do material até a sua separação final tem
lugar, principalmente, na região limitada enquanto que o resto do corpo obedece às leis comuns
de deformação e permanece livre de danos.
2.5.3 Modelo de zona coesiva
O modelo de zona coesiva foi introduzido por Barenblatt (1959) e Dugdale (1960) para tratar as
singularidades de tensões existentes na ponta da trinca. Na idealização, todas as não linearidades
ocorrem em uma zona coesiva localizada na frente da ponta de trinca (Moreira e Evangelista,
2016), veja a Figura 2.15. O modelo de zona coesiva usada em programas de elementos finitos
utiliza elementos de interface, que têm seu comportamento condicionado a uma lei coesiva de falha
S − w (tensão - abertura da trinca) para materiais com amolecimento coesivo.
Há 2 maneiras de idealizar o processo de fratura que são implementadas como: o modelo intrínseco
e não intrínseco. O modelo intrínseco, na lei (S − w) considera-se uma rigidez inicial que vai até
o instante em que a resistência à tração (ft) do material é atingida, quando então a resposta de
amolecimento do material é ativada. Além disso, no modelo intrínseco, inicialmente, o elemento
de interface precisa ser inserido no modelo (Tvergaard e Hutchinson, 1992). O modelo extrínseco,
usado neste trabalho não define a principio uma rigidez inicial na lei (S − w) e os elementos de
interface, juntamente com a lei de amolecimento, veja a Figura 2.16, são inseridos uma vez que o
material atinge a ft, segundo Camacho e Ortiz (1996) e Ortiz e Pandolfi (1999).
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Figura 2.15: Modelo de zona coesiva: material heterogêneos frágil. Adaptado de Kuna (2010).
Na Figura 2.15, o deslocamento de abertura da ponta de trinca é CTOD, Sc é a resistência de coesão
e lzc é o comprimento de zona coesiva; que são variáveis definidas para o material heterogêneo
frágil. O modelo de zona coesiva, representado na Figura 2.16 pode ser representado como uma
função dependente da Gf , GF , do fator de mudança de direção da curva de S-w (Ω) e de ft. Estas
variáveis, definidas no Capítulo 5 como variáveis aleatórias com o intuito de quantificar a incerteza





( )w fk t, W
G - GF f
Gf
Figura 2.16: Curva de amolecimento bilinear considerando modelo não intrínseco (Roesler et al.,
2007; Park et al., 2009).
O comportamento da fratura no concreto é estudado aplicando o modelo de zona coesiva em
conjunto com o método de elementos finitos, esse procedimento ficou conhecido como Modelo de
fissura fictícia de Hillerborg et al. (1976). Esta metodologia tem sido utilizada amplamente para
a simulação de fissuras no concreto (Petersson, 1981; Ingraffea, 1984; Carpinteri e Valente, 1989;
Bittencourt et al., 1992; Červenka e Sauoma, 1995; Larsson e Runesson, 1995; Bažant e Planas,
1997; Hanson e Ingraffea, 2002). No campo da modelagem tridimensional de fratura do concreto
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utilizando o modelo de zona coesiva, foram implementados por Bittencourt (1993), Gaedicke e
Roesler (2010) e Evangelista-Jr et al. (2013).
A região de amolecimento em tração pura pode ser descrita mediante a curva bilinear de amoleci-
mento para materiais cimentícios quase-frágeis. A FPZ é descrita pela relação S−w, apresentada
na Figura 2.16, e as micro trincas crescem e coalescem em uma trinca maior localizada após a ft
do material cimentício ser atingida, com o ligamento do agregado resistindo a abertura adicional
da trinca. A Gf define a primeira inclinação descendente do modelo bilinear de amolecimento
junto com a ft, esta característica do modelo bilinear de amolecimento permite que o efeito de
escala em estruturas quase - frágeis seja captado (Planas et al., 1999; Bažant e Jirásek, 2002).
Conforme o carregamento continua, a energia é dissipada através da degradação do ligamento en-
tre os agregados e a pasta de cimento. Por último, a liberação gradual de energia leva à separação
completa da superfície da trinca, quando a GF do material cimentício é completamente dissipada




S (w) dw (2.80)
em que, wf é a abertura da trinca final que resulta em uma região livre de forças para o material






O ponto de mudança de direção da curva de amolecimento (Ω) é realizada segundo Park et al.
(2009), que postulou a abertura da trinca, w1 é dada em função do CTODc, apresentado a seguir:
w1 = CTODc (2.82)




[GF − (1− Ω)Gf ] (2.83)
em que, wf é obtida igualando a GF com a área sob a curva do modelo de amolecimento para o
caso da lei bilinear.
Os ensaios de laboratório são uma simplificação da realidade, há evidência de que a taxa de
deslocamento (w˙, é uma derivada com respeito ao tempo) em testes de fratura influencia significa-
tivamente sobre o processo de fratura de materiais cimentícios (Bažant e Jirásek, 1993). A w˙ reflete
macroscopicamente na relação P-CMOD, segundo Rosa et al. (2012), a força pico Pmax e a Gf
aumenta monotonicamente com a elevação da w˙. Por enquanto, o deslocamento correspondente
à força pico permanece virtualmente na mesma posição (Ruiz et al., 2011).
Para ter em conta o efeito da w˙ sobre o processo de fratura de materiais quase-frágeis, considerando
modelo coesivo como uma função da abertura da trinca w e a velocidade de abertura de fissuras
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w˙, como é apresentado na Figura 2.17, é proposto, como se segue, Rosa et al. (2012):
S = F (w˙, w) = g (w˙) f (w) (2.84)
e F (w˙, w) = f (w) para w˙ = 0F (w˙, w) > 0 (2.85)
em que, a função f(w) define a lei coesiva estática e g (w˙) é a função viscosa dependente da taxa
de abertura da trinca, w˙, tal que:






em que, w˙0 é o parâmetro de padronização e nw˙ corresponde ao expoente da dependência da taxa
de deslocamento e é uma constante adimensional, que descreve o grau de viscosidade do material.
A função S = F (w˙, w) = g (w˙) f (w) caracteriza completamente o comportamento mecânico da









Figura 2.17: Função de modelo coesivo viscoso. Adaptado de Rosa et al. (2012).
A seguir, é apresentado o modelo de amolecimento bilinear dependente da w˙, que pode acontecer
quando se utiliza diferentes w˙. Ao se considerar diferentes w˙i, serão obtidos diferentes mode-







c ), em que Gw˙iF é a energia à fratura total dependente da w˙, G
w˙i
f re-
presenta a energia inicial de fratura dependente da w˙. Outras variáveis como f w˙it representa a
resistência à tração dependente da w˙ e CTODw˙ic é o deslocamento de abertura da boca da trinca
dependente da w˙.
Os modelos coesivos resultantes foram utilizados no modelo analítico e numérico de um sistema




Figura 2.18: Função de amolecimento bilinear para diferentes w˙i.
2.6 Modelo de dano
Na teoria de dano, considera-se um corpo sólido deteriorado e um elemento de volume repre-
sentativo (EVR) que reproduza a heterogeneidade presente no sólido, sendo escolhido conforme
apresenta-se na Figura 2.19(a). De uma superfície no domínio de EVR é selecionado um ele-
mento diferencial δO com norma n, um vetor de referência v e δOD representa os vazios e/ou




Os estados de dano D, podem ser, sem presença de dano, o material intacto é igual a 0, se










Figura 2.19: Elemento de um sólido deteriorado (adaptada de Lemaitre e Desmorat (2005)), (a)
EVR de uma superfície do corpo, (b) operador de dano escalar (estado isotrópico).
O dano D não depende da orientação de n, o escalar D é um operador transformando a atual área
δO em uma área equivalente menor e continua δO˜ = δO − δOD, como é apresentado na Figura
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2.19(b). Substituindo-se a Equação 2.87 na expressão de δO˜ obtém-se:
δO˜ = (1−D) δO (2.88)
Rabotnov (1969) introduz na mecânica do dano o conceito de tensão efetiva S′ e o define como:
S′ = S(1−D) (2.89)
em que S′ é o tensor para o material deteriorado e S é o tensor de tensões para o material não
deteriorado. É possível assumir que qualquer comportamento de um material deteriorado pode
ser descrito pelo comportamento do material intacto. O comportamento elástico de um material
deteriorado, em que a variável escalar caracterizada pelo dano escalar isotrópico D resulta em uma
alteração no tensor de rigidez elástica, dá-se como:
S′ = C0 ε (2.90)
Substituindo-se a Equação 2.89 na Equação 2.90 tem-se:
S = (1−D)C0 ε (2.91)
Em que ε é o tensor de deformações e C0 é o tensor elástico de quarta ordem. A variável de dano D
pode seguir uma lei de evolução baseada em um critério de deformação (Mazars, 1984), energia ou
tensão. A fratura do concreto em modo de abertura (fratura em modo I) ou modo misto (fratura
em modo I e II) é descrita por (Mazars, 1984) através de um critério de tensão ou deformação
para a lei de evolução do dano. O modelo busca descrever a evolução de comportamento do dano
sob condições de carregamento específico, tais como carregamento proporcionalmente crescente.
O modelo descrito por Mazars (1984) tem sido utilizado em vários problemas bidimensionais da
Engenharia (Mazars, 1984; Bažant et al., 1984; Ramtani et al., 1990; Simone et al., 2003; Proença
e Torres, 2008).
O modelo de Mazars usa um pequeno número de variáveis, todas com significado físico, e está
baseado em ensaios simples, como tensão e compressão uniaxial, isto é uma grande vantagem.
As suposições do modelo estão baseadas no comportamento do concreto, bem conhecidas, e que
podem ser levadas em consideração pelo estado triaxial de tensões. A modelagem do dano é através
de microtrincas distribuídas uniformemente simulando a falha do concreto quando é submetido à
fratura em modo I ou misto (fratura em modo I+II).
2.7 Formulação do modelo de dano utilizado
O modelo é usado para materiais quase-frágeis expostos a carregamento que resultam em modo I
ou modo misto (I+II) de propagação de trinca, e as capacidades e limitações do modelo são:
• O modelo em processo evolutivo de dano é classificado em um meio elástico e não são levadas
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em consideração as deformações plásticas nem as deformações inelásticas.
• O dano no material é produzido por extensões (εi > 0) ao longo das direções principais de
tensão, o que significa que a ruptura local começa e se apresenta em modo I ou modo misto.
• O dano é representado por uma variável escalar D (0 6 D 6 1). Devido à natureza escalar
de D, condição de dano isotrópico é assumido para o material.
Segundo Lemaitre e Chaboche (1994), para formular um modelo de dano termodinamicamente
compatível, precisam-se de uma variável de controle de dano, de uma superfície para a iniciação
de dano e uma lei de evolução de dano, sejam descritas.
2.7.1 Variável de controle de dano
O dano é controlado por uma variável de estado que está relacionada com o tensor de deformações
por meio de uma deformação equivalente (εeq), segundo é proposto por Mazars (1984), sendo





em que, 〈εi〉+ = (εi+|εi|)2 e εi é a deformação principal na direção i, observe que somente as
deformações principais positivas são consideradas. Por fim, esta medida de deformação equivalente
foi considerada para a análise na qual as tensões de tração são predominantes, ou fratura em modo
I em que apenas as tensões perpendiculares ao plano da fissura são relevantes.
Para os casos em que os esforços cisalhantes não são desprezíveis na definição do estado defor-
macional, a deformação equivalente de Von Mises (εVMeq ) se mostra como uma alternativa para
a variável de controle de dano (Vree et al., 1995; Geers, 1997; Simone et al., 2003; Hofstetter e
Meschke, 2011) e é definida como:
εVMeq =
k − 1
2k (1− 2υ)Iε1 +
1
2k







em que Iε1 é o primeiro invariante do tensor de deformações, ou traço do tensor de deformações,
Iε1 = tr (ε), e Jε2 é o segundo invariante do tensor de deformações.
Jε2 = tr (ε · ε)− 13 tr
2 (ε) (2.94)
em que ε é o tensor de deformações, k é a razão entre as resistências a compressão e a tração,
ν é o coeficiente de Poisson e tr corresponde ao traço da diagonal de uma matriz quadrada. A
Equação 2.93 é chamada de Von Mises modificada porque sua formulação leva em consideração
a influência do primeiro invariante, associado com os componentes hidrostáticos, uma vez que a
formulação padrão de Von Mises usa somente no segundo invariante do tensor desviador. Assim,
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εVMeq foi levada em conta para o modelo proposto para análise de fratura em modo I e modo misto
(fratura em modo I+II) quando todas as componentes são consideradas.
2.7.2 Critério de início de dano
O início do dano se apresenta quando a deformação equivalente, εeq, atinge um valor inicial de
deformação crítica (εd0) igual à tensão máxima de um corpo de prova em tração uniaxial. O
critério de dano, f (εeq), pode ser dado de forma geral como:
f (εeq) = (εeq − εd0) ≤ 0 (2.95)
o elemento chega à εd0 quando o material atinge a resistência a tração máxima do material.
2.7.3 Lei de evolução do dano
A lei de evolução da variável escalar D, que atende aos princípios da termodinâmica dos processos
irreversíveis (Lemaitre et al., 2009) é representado pela seguinte equação:
D˙ =
{
F (εeq) se f(εeq) = 0 ou f˙ (εeq) > 0
0 se f(εeq) = 0 e f˙ (εeq) < 0 ou f(εeq) < 0
(2.96)
em que f˙ (εeq) representa a taxa de variação do critério de dano, F (εeq) é uma função contínua
e positiva de εeq que representa a evolução de dano e deve respeitar o comportamento experi-
mental do material. Considerando um carregamento monotônico crescente até uma deformação




F (εeq) dεeq (2.97)
A equação D (εeq) pode ser reescrita como:




Fi (εeq) dεeq para εeqi ≤ εeq ≤ εeqi+1
(2.98)
em que, εeqi = εeqi+1 para Dn. Esta equação estabelece que cada função Di (εeq) possa reproduzir
um fenômeno diferente dentro do processo de amolecimento. Cada função é contínua dentro dos
respectivos limites de integração.
No próximo Capítulo serão apresentados os casos de análise em que o PEC foram utilizados em
viscoelasticidade e fadiga, e como uma forma de validar os resultados, estes foram comparados
com os obtidos por SMC. Obtido o PEC validado foi possível analisar a incerteza nas saídas.
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Capítulo 3
Verificação do PEC em fadiga e
viscoelasticidade
Neste Capítulo são apresentados os resultados da simulação numérica, que foram realizados de
acordo com o tratado no Capítulo anterior em relação com fadiga e viscoelasticidade, alcançando
o objetivo da validação do PEC completo (PECC , com todos os coeficientes). Na quantificação
da incerteza de elementos metálicos sujeitos à fadiga, foram consideradas as incertezas no material
e no carregamento de amplitude constante e variável. Outro alvo alcançado usando PECC foi a
quantificação de incerteza das propriedades do E (t) no tempo, a qual é determinado a partir de
ensaios e tem incerteza associada. A incerteza no E (t) é levada em consideração no cálculo das
deflexões em estruturas de concreto, considerando como lei constitutiva o modelo de Boltzmann
e tendo em conta a propagação da incerteza usando PECC .
3.1 Fadiga
Para analisar a incerteza no material e no carregamento, diversas publicações, como Sankararaman
et al. (2011) e Endeshaw et al. (2017), têm sido destaque na literatura, sendo os procedimentos bem
similares a outros que envolvem fadiga. Estes trabalhos apresentam uma rotina no MatLab que
gera valores aleatórios da carga para carregamento de amplitude variável multiaxial e torque. As
constantes do material à fadiga da equação de Paris, foram assumidas como funções de distribuição
de probabilidade não Gaussianas para Endeshaw et al. (2017) e Gaussianos para Sankararaman et
al. (2011). Além disso, foram utilizados procedimentos que envolvem quantificação da incerteza
com simulação de Monte Carlo, (SMC), contagem de rainflow e análise dinâmica. Em seguida,
utilizaram elementos finitos para determinação do número de ciclos de vida à falha por fadiga
e quantificação da incerteza da propagação da trinca. Este procedimento foi realizado 1E+03 e
1E+04 vezes para estimar a função densidade de probabilidade do comprimento da trinca, sem
reportar uma análise da convergência do número de simulações.
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3.1.1 Análise de fadiga em corpos entalhados sob carregamento de amplitude
constante
Um fluxograma com o procedimento realizado na análise probabilística do número de ciclos para
falha por fadiga (Nf ), empregando PECC e SMC na metodologia de Neuber-Morrow é apresentado
na Figura 3.1. O diagrama de fluxo mostrado na Figura 3.1 começa com os dados de entrada, tais
como: o vetor de médias (µ) e desvios padrão (σ) das variáveis aleatórias (VA) as propriedades do
material H ′ e n′ definidos na seção 2.4.1. Outras propriedades utilizadas são, S′f , b, 
′
f e c definidas
na seção 2.4.2, e S0 definido na seção 2.4.5, Su que corresponde ao limite de resistência à tração.
A história de tensão nominal (S0i), a dimensão do elemento e o fator de concentração de tensão
à fadiga (Kf ). A metodologia de PEC inicia com a definição do espaço amostral, selecionando os
pontos de colocação das VA e usando a sequência de Sobol (F) de acordo a seção 2.1.5, definidos
no espaço uniforme que mediante uma transformação isoprobabilística é levado ao espaço normal
padrão, ξ. Estes pontos amostrais no espaço das variáveis são o input do modelo implementado
em Negrão (2014) que define a saída Nf , que junto com os pontos amostrais no espaço normal
padrão determinam os coeficientes do PECC usando regressão por mínimos quadrados.
Estabelecido o PECC , é calculada a fX(x) usando SMC sobre o PECC para determinar o número
de ciclos para a falha por fadiga estimada (Nˆf ), representada por fNˆf (Nˆf ) sobre o polinômio de
m e o p. O modelo elaborado por Negrão (2014) é utilizado para gerar Nf a partir da SMC das
VA, que produz a fX(x) do Nf e corresponde à fNf (Nf ). Para fornecer a fNf (Nf ) é usado o
método da transformação inversa (Melchers e Beck, 2018) para transformar as combinações das
VA do espaço das VA ao espaço das VA normais padrão. Após isso, é ordenada a história de
tensões e os picos e vales são extraídos, para logo calcular a S −  pela metodologia de Neuber.
Em seguida, calcula-se o dano para cada ciclo pelo método de Morrow, para depois determinar
o dano acumulado em um bloco de carregamento e o número de blocos para falha por fadiga,
calculando assim o vetor de saída, Nf , e a fNˆf (Nˆf ). Determinadas a fNˆf (Nˆf ) e a fNf (Nf ),
comparamos se elas são não são semelhantes, o p do PECC é acrescentado e o procedimento para
encontrar a fNˆf (Nˆf ) é reiniciado, até que as fX(x) sejam similares. Calibrado o PECC através
da comparação das fX(x), prossegue-se com o cálculo dos momentos estatísticos (µ e σ), usando
os coeficientes do PECC ou da fNˆf (Nˆf ).
Na continuação, foi realizada uma análise probabilística doNf , empregando a metodologia deformação-
vida no cenário de componentes entalhados sob carregamento de amplitude constante, usando
PECC e SMC como uma forma de avaliar os resultados obtidos da simulação com PECC . Na
metodologia deformação-vida implementada, usa-se a relação de Neuber (1961), de acordo com
a Equação 2.57, para estimar as tensões (S) e deformações () na raiz do entalhe e a relação de
Morrow (1965), de acordo com a Equação 2.48, para calcular o Nf .
Um estudo foi conduzido em uma placa de aço com dois entalhes laterais semi-circulares com
raio, Ra, submetida à força axial de amplitude constante. A geometria e o carregamento são
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Figura 3.1: Diagrama de fluxo da metodologia PECC e SMC em problemas de fadiga.
O estudo experimental dirigido por Socie et al. (1984) e Bannantine et al. (1989) determinou o
número de ciclos de vida para a iniciação de trinca de 0,51 mm (NfObs), considerando diferentes










Figura 3.2: Fadiga uniaxial, (a) placa de aço com 2 entalhes laterais semi-circulares, (b) carrega-
mento de amplitude constante.
Tabela 3.1: Resultados experimentais do NfObs em ensaios de fadiga uniaxial com diferente Fa,
(Socie et al., 1984; Bannantine et al., 1989).








A configuração da placa apresentada na Figura 3.2(a) tem uma espessura B e foi fabricada em
aço AISI 4340, cujas propriedades mecânicas cíclicas são dadas pela literatura (Socie et al., 1984;
Bannantine et al., 1989). A seguir, são listadas na Tabela 3.2 o vetor de µ das VA na qual o
coeficiente de variação (V) é V=0,15 e a fX (x) é função de densidade de probabilidade normal
foram assumidas, assim como as variáveis determinísticas levadas em consideração na quantificação
da incerteza no Nf .
Visando estimar o Nf que o corpo de prova pode resistir antes de gerar a trinca de 0,51 mm
foi modificado o programa desenvolvido por Negrão (2014) para realizar análise probabilística no
caso de carregamento constante, incorporando o PECC e SMC na estimação do Nf . O PECC foi
utilizado para quantificar a incerteza doNf levando em consideração as VA definidas na Tabela 3.2.
A média das variáveis aleatórias foram as obtidas dos trabalhos de Socie et al. (1984), Bannantine
et al. (1989) e os valores dos V e das fX(x) foram assumidos. Os coeficientes do PECC (y), foram
obtidos utilizando o método da colocação baseado em regressão, na qual o número de pontos de
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Tabela 3.2: Variáveis aleatórias e determinísticas consideradas na análise probabilística e deter-
minístico do Nf da placa com 2 entalhes semi-circulares.
VA µ V (%) fX (x)
H ′ (MPa) 1.162,00 15 Normal
n′ (-) 1,23E-01 15 Normal
S′f (MPa) 1.165,00 15 Normal
′f (-) 11,42E-01 15 Normal
b (-) -81,00E-02 0 ‡
c (-) -67,00E-02 0 ‡
S0 (MPa) 648,00 0 ‡
Su (MPa) 786,00 0 ‡
(-) Adimensional; ‡ Determinístico, sem fX(x).
colocação usados por PECC (NpcC ), são obtidos conforme a Equação (2.41), o espaço amostral
foi gerado usando a sequência de Sobol. O espaço amostral gerado usando sequência de Sobol
é transformado ao espaço normal padrão segundo a transformação dada na Tabela 2.3, pois o
PECC é definido no espaço normal padrão. Na Tabela 3.3 são apresentados o p, NpcC , o número
de coeficientes do PECC (NPECC ) o número de SMC usados para estabelecer fNf (Nf ) (NSMC),
e o número de SMC usadas no PECC para determinar a fNˆf (Nf ), NSMC/PECC .
Tabela 3.3: Número de pontos de colocação, NPECC junto com NSMC e NSMC/PECC , utilizados
na quantificação da incerteza de Nf da placa com 2 entalhes e diferente Fa.
Fa (kN)
88,96 53,38 31,14
p (-) 3 4 4
NPECC (-) 35 70 70
NpcC (-) 35 70 70
NSMC (-) 1,0E+06 1,0E+06 1,0E+06
NSMC/PECC (-) 5,0E+04 5,0E+04 7,0E+04
(-) Adimensional.
O p que gerou a fNˆf (Nˆf ), com menores erros com respeito da fNf (Nf ), foram os p=3, 4 e 4
para Fa = 88,96 kN; 53,38 kN e 31,14 kN, respectivamente, e as fNˆf (Nˆf ) e fNf (Nf ) juntos com
os erros encontrados para os três carregamentos analisados são apresentados nas Figuras 3.3a-c.
Para os Fa utilizados, um espaço amostral foi definido com NpcC =35, 70, e 70, para os p = 3, 4
e 4 de acordo com a Equação (2.41). Além disso, o NPECC = NpcC , pois foram utilizados os N
pontos de colocação, conforme a Equação (2.8).
As fNˆf (Nˆf ) segue uma distribuição lognormal construída ápios dos coeficientes dos PECC regre-
didos e usado SMC sobre o PECC ; utilizando 5E+04 e 7E+04 simulações, NSMC/PECC =5E+04
e NSMC/PECC =7E+04, e apresentados na Tabela 3.3. Determinada a fX (x) que melhor define o





















































Figura 3.3: Comparação das fNf (Nf ) do PECC e SMC para diferentes Fa, (a) 88,96 kN, (b)
53,38 kN e (c) 31,14 kN. Adaptado (Afanador et al., 2016).
uma distribuição lognormal conforme o estimador de máxima verossimilhança e foram geradas pela
técnica de SMC, usando o programa desenvolvido por Negrão (2014) com NSMC =1E+06.








em que, NS corresponde ao número de amostras usadas para gerar a fXˆ(Xˆ) e fXˆC (XˆC). Nesta
pesquisa NS = 200 é adotado e MSE corresponde ao erro quadrático médio.
NRMSE = 1−
∥∥∥fXˆ(Xˆ)− fXˆC (XˆC)∥∥∥∥∥∥fXˆ(Xˆ)− µfXˆ(Xˆ)∥∥∥ (3.1b)
Em que µfXˆ(Xˆ) corresponde à µ da fXˆ(Xˆ), NRMSE é a raiz padronizada do erro quadrático






Em que Xˆ = Nf e XˆC = Nˆf obtidas pela SMC no modelo elaborado por Negrão (2014) modificado,
e na SMC aplicado no PECC .
A análise do erro que acompanha as Figuras 3.3a-c, o MSE tende a 0 (MSE ≈ 0), indicando
um bom ajuste. Outros tipos de erro analisados são: o NMSE tende 1, indicando uma adequada
predição. A fNˆf (Nˆf ) encontrada usando PECC para Fa =88,96 kN e 53,38 kN ajusta-se à
encontrada utilizando fNf (Nf ), com umMSE →0 e NRMSE →1, enquanto que para Fa =31,14
kN o NRMSE tende a 1 indicando um adequado ajuste com uma diferença na densidade máxima.
A seguir é definido o erro relativo da µ do Nˆf , µNˆf , com respeito à µ do Nf , µNf , como errµNˆf
assim como o erro relativo do σ do Nˆf , σNˆf , com respeito ao σ do Nf , σNf , errσNˆf .
errµNˆf
=





∣∣∣σNˆf − σNf ∣∣∣
σNf
100 (%) (3.2b)
O estimador de máxima verossimilhança foi usado para estimar as fX(x) que melhor se ajustam
as µ, o V, e as fX(x) do PECC e da SMC sendo apresentados na Tabela 3.4. O comportamento
da fNˆf (Nˆf ) e a fNf (Nf ) são similares, assim como os valores da µNˆf e µNf , da mesma maneira
que os V, apresentados na Tabela 3.4, em que os valores µ obtidos são classificados como fadiga
de baixo ciclo (Kazuo et al., 2007; Nip et al., 2010; Pereira et al., 2015; Yun-Rong et al., 2017).
No problema estudado o NSMC/PECC para determinar fNˆf (Nˆf ) vai representar o 5 % do NSMC
utilizados para encontrar a fNf (Nf ); representado uma diminuição importante na simulação.
Tabela 3.4: Comparação estatística dos resultados ao estimar o Nˆf e Nf usando PECC e SMC
na placa com 2 entalhes semi-circular e diferente Fa (kN).
Fa µNˆf σNˆf VNˆf fNˆf (Nˆf ) µNf σNf VNf fNf (Nf ) errµNˆf errσNˆf
88,96 338,24 120,46 36 LN 338,36 121,13 36 LN 0 1
53,38 1.959,83 832,85 42 LN 1.963,51 840,83 43 LN 0 1
31,14 30.654,40 23.177,51 76 LN 29.856,30 22.320,73 75 LN 4 4
Nota:
µNˆf




, VNf errµNˆf , errσNˆf (%).
Em que, VNf é o coeficiente de variação do Nf e VNˆf corresponde ao coeficiente da variação
do Nˆf . Os valores da µNˆf , σNˆf e VNˆf , usando PECC , são apresentados nas coluna 2, 3 e 4
da Tabela , além disso a µNf , σNf e VNf usando SMC são apresentados nas coluna 6, 7 e 8,
apresentados na Tabela 3.4 levando em consideração a metodologia deformação-vida. A predição
da µNˆf , σNˆf e VNˆf , usando PECC , comparados com os encontrados, utilizando SMC, µNf , σNf
e VNf são similares, dado que os errµNˆf e errσNˆf são < 4, 00 %.
52
Como um exemplo é apresentado a seguir o PECC com p =3 que estima o Nˆf de uma placa com
dois entalhes laterais semi-circulares sujeito à fadiga com Fa =88,96 kN.
Tabela 3.5: Coeficientes do PECC para determinar o Nˆf em uma placa com 2 entalhes laterais
semi-circulares sob Fa =88,96 kN.
Função base yi Função base yi Função base yi
1 337,66 ξ1 75,73 ξ2 -40,21
















ξ1ξ2 -11,40 ξ1ξ3 6,51 ξ1ξ4 16,34


























































ξ3 0,12 ξ1ξ2ξ3 -1,67 ξ1ξ2ξ4 -2,59
ξ2ξ3ξ4 -0,83 ξ1ξ3ξ4 1,41
Na Tabela 3.5 o PECC que encontra o Nˆf é apresentado, onde a função base do polinômio está
dado nas colunas 1, 3 e 5 e seus coeficientes nas colunas 2, 4 e 6. As VA normal padrão ξ1, ξ2, e ξ4,
que representam as VA H ′, n′ e ′f , têm a maior participação no PECC para os componentes
principais de p=1 e 2, apresentados na Tabela 3.5, enquanto que ξ3 (σ′f ) exibe a menor participação
no polinômio nas componentes principais de p=1 e 2, embora o componente principal de grau 3
sua participação não é desprezível.
Na Tabela 3.6 é apresentado na coluna 2 o NfObs encontrado experimentalmente para uma placa
com dois entalhes semi-circulares laterais sob fadiga com Fa por Socie et al. (1984) e Bannantine
et al. (1989). Uma comparação dos resultados experimentais e dos encontrados usando simulação
numérica vai depender da precisão da metodologia Neuber-Morrow para estimar Nf . As diferenças
das µNˆf , no que diz respeito aos NfObs , se deve principalmente à metodologia Neuber-Morrow que
gera estimativas de vida conservadoras de Nf para Fa baixos e altos (Negrão, 2014).
Na Tabela 3.6 são apresentados, para diferentes Fa, as predições das µNˆf e VNˆf usando PECC ,
assim como, as µNf e VNf usando SMC. e os NfObs por Socie et al. (1984) e Bannantine et al.
(1989). As previsões da µNˆf foram validadas pelas µNf , alcançadas usando SMC, em que o valor
estimado é igual à esperada pela metodologia Neuber-Morrow para Fa ≤ 44, 48 kN. Embora para
Fa =35,59 e 31,14 kN apresenta-se um erro relativo entre as µ de 1,49 e 6,15 %, respectivamente.
A dispersão estimada usando VNˆf é similar à encontrada usando SMC para Fa ≤ 35, 59 kN,
entretanto para Fa ≥ 31, 14 kN a dispersão usando PECC é maior que a encontrada usando SMC
para o caso de fadiga com carregamento de amplitude constante.
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Tabela 3.6: Resultados do Nf experimental e estimado usando PECC e SMC para placa entalhada
sob diferentes Fa, (kN).
PEC SMC
Fa NfObs µNˆf VNˆf (%) µNf VNf (%)
88,96 62 338 34 338 35
71,17 635 696 37 696 37
62,28 1.300 1.104 39 1.104 39
53,38 2.400 1.963 42 1.963 42
44,48 6.000 4.210 49 4.210 50
35,59 14.000 13.176 67 12.983 65
31,14 19.000 31.671 94 29.834 79
NfObs , µNˆf e µNf (ciclos)
Na próxima seção um estudo será realizado para uma placa metálica com furo no centro e carre-
gamento axial de amplitude variável, usando o PECC . A validação dos resultados obtidos com
o PECC é realizada usando SMC na análise deformação-vida, utilizando a metodologia Neuber-
Morrow.
3.1.2 Análise de fadiga em corpos entalhados sob carregamento de amplitude
variável
Foram realizadas diversas análises probabilísticas do Nf , considerando a incerteza do material
(H ′, n′ σ′f e ′f ), porém a aleatoriedade no carregamento de amplitude variável (S0 ) não foi levada
em conta. Nesta seção, o S0 será considerado aleatório nos componentes de 1 até 4 do vetor de
S0, S0(1) até S0(4), para o caso de uma placa com furo no centro, como apresentada na Figura
3.4(a).
Uma placa composta de uma liga de alumínio 2024-T351 com furo central é apresentada na Figura
3.4(a), cujo alvo é quantificar a incerteza do Nf , tendo em conta a aleatoriedade do material cujas
propriedades são listadas na Tabela 3.7 e definidas na seção 2.4. A aleatoriedade no carregamento
S0 e das variáveis aleatórias (VA) do material foram assumidas normais, além disso a história de
tensões nominais de amplitude variável, aplicadas na placa com furo central para os 3 casos de
S0, é ilustrado na Figura 3.4(b).
Os coeficientes do PECC (y), foram obtidos utilizando o método da colocação baseado em regres-
são, na qual o NpcC e obtido conforme a Equação (2.41), e o espaço amostral foi gerado usando
sequência de Sobol. Para obter o Nf , foi utilizado o programa de Negrão (2014) modificado para
realizar análise probabilística para os casos de S0 representados na Figura 3.4(b), em que as µ e
V são apresentados na Tabela 3.8. O espaço amostral definido é o input do programa de Negrão
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Figura 3.4: Caso de estudo de fadiga com carregamento de amplitude variável, a) Placa com furo
central e b) Médias do carregamento com amplitude variável, µS0.
quadrados são utilizados para determinar os coeficientes do PECC . Na Tabela 3.9 são apresen-
tados o p, NpcC , o NPECC , o número de SMC usados para estabelecer fNf (Nf ), denotado por
NSMC , e o número de SMC usados no PECC para determinar a fNˆf (Nˆf ), NSMC/PECC .
Tabela 3.7: Variáveis aleatórias e determinísticas do material consideradas na análise probabilística
do Nf , de uma placa de liga de alumínio 2024-T351 com furo central.
Variáveis µ V (%) fX (x)
H ′ (MPa) 662,00 15 Normal
n′ (-) 0,07 15 Normal
σ′f (MPa) 927,00 15 Normal
′f (-) 0,41 15 Normal
E (MPa) 73.100,00 0 ‡
b (-) -0,11 0 ‡
c (-) -0,71 0 ‡
Kf (-) 2,40 0 ‡
(-) Adimensional; ‡ Determinístico, sem fX(x).




, com erros mínimos com respeito à fNf (Nf ), foi o p=2 para os S0i,
definidos na Tabela 3.9. O cálculo dos y foi possível usando um espaço amostral de 90 pontos,
NpcC = 90, ou seja 2 vezes o estimado para n=8 e p=2 de acordo com a Equação (2.8). Em
problemas com falta de convergência com respeito à fX(x), Isukapalli (1999) recomenda que o
NpcC = 2N, em que N é o número de truncamento definido pela Equação (2.8), isto vai gerar y
mais robustos, e a fX(x) converge mais rapidamente.
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Tabela 3.8: Variáveis aleatórias e determinísticas do histórico de tensões nominais de amplitude
variável aplicada na placa de liga de alumínio 2024-T351 com furo central.
Variáveis µS0i V (%) fX (x)(MPa) i=1 i=2 i=3
S0i(1) 600,00 400,00 300,00 20 Normal
S0i(2) -35,00 -69,00 -51,75 20 Normal
S0i(3) 173,00 345,00 258,75 20 Normal
S0i(4) -155,00 -310,00 -232,50 20 Normal
S0i(5) 155,00 310,00 232,50 0 ‡
S0i(6) -86,00 -172,00 -129,00 0 ‡
S0i(7) 86,00 172,00 129,00 0 ‡
S0i(8) -121,00 -241,00 -180,75 0 ‡
µS0i (MPa); ‡ Determinístico, sem fX(x).
A fNf (Nf ) segue uma distribuição lognormal e foi construída pela técnica de SMC, usando o
programa desenvolvido por Negrão (2014) modificado e realizando NSMC = 1E+ 06. Além disso,
a fNˆf (Nˆf ) segue uma distribuição lognormal gerada após dos coeficientes do PECC regredidos
usando SMC sobre o PECC com NSMC/PECC = 5E+04. As fX(x) foram determinadas utilizando
o estimador de máxima probabilidade para os Nˆf e Nf .
Tabela 3.9: Número de pontos de colocação e NPECC junto com NSMC e NSMC/PECC , utilizados
para quantificar a incerteza de Nf da placa e S0 (MPa).
S0 S01 S02 S03
p (-) 2 2 2
NPECC (-) 45 45 45
NpcC (-) 90 90 90
NSMC (-) 1,0E+06 1,0E+06 1,0E+06
NSMC/PECC (-) 5,0E+04 5,0E+04 5,0E+04
(-) Adimensional.
Na Figura 3.5 são apresentadas as fNˆf (Nˆf ) e fNf (Nf ) usando PECC e SMC, para placa com
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Figura 3.5: Comparação da fNˆf (Nˆf ) e fNf (Nf ) do PECC e SMC para a placa com furo central
com diferente S0, a) S01, b) S02 e c) S03.
Determinada a fNˆf (Nˆf ) e fNf (Nf ) que melhor define o comportamento dos dados usando PECC
e SMC, conforme é apresentado na Figura 3.5a-c. Uma análise do erro que acompanha as Figura
3.5a-c, indica que o MSE é baixo (MSE ≈ 0), sendo adequado o ajuste. Outros tipos de erro
analisados são: o NMSE e a NRMSE, definidos nas Equações (3.1b) e (3.1c), em que o NMSE e
NRMSE tendem a 1, indicando uma adequada predição. A fNˆf (Nˆf ) encontrada usando PECC
para S01, S02 e S03 ajusta-se à obtida utilizando fNf (Nf ), com um MSE tendendo a 0 e
NRMSE tendendo a 1. Definido o p, foi utilizado o estimador de máxima verossimilhança para
determinar a fX(x) que gera fNˆf (Nˆf ) e que tem melhor ajuste à fNf (Nf ), a µ e o V, os quais
são apresentados na Tabela 3.10. O comportamento da fNˆf (Nˆf ) e a fNf (Nf ) são similares, assim
como os valores da µNˆf e µNf , o mesmo que os V, apresentados na Tabela 3.10, em que os valores
da µNˆf e µNf obtidos são classificados como fadiga de ciclo baixo (Kazuo et al., 2007; Nip et
al., 2010; Pereira et al., 2015; Yun-Rong et al., 2017). No problema estudado o NSMC/PEC para
determinar fNˆf (Nˆf ) vai representar o 5 % do NSMC para encontrar a fNf (Nf ), obtendo uma
diminuição importante na simulação e no custo computacional.
Tabela 3.10: Comparação estatística dos resultados para estimar o Nf , usando PECC e SMC na
placa com furo central, e diferentes S0 (MPa).




µNf σNf VNf fNf (Nf ) errµNˆf errσNˆf
S01 48,61 27,30 56 LN 48,43 26,93 56 LN 0,37 1,37
S02 67,40 50,99 76 LN 68,81 50,69 74 LN 1,14 0,59
S03 207,12 229,67 111 LN 209,75 234,25 112 LN 1,25 1,96
Nota:
µNˆf




, VNf errµNˆf , errσNˆf (%).
Foram estimados os errµNˆf assim como errσNˆf , definidos respectivamente nas Equações (3.2a) e
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(3.2b) e calculados para os 3 casos de S0, sendo apresentados na coluna 10 e 11 da Tabela 3.10.
Em geral, para os casos analisados de S0 os errµNˆf ≤ 1, 25% enquanto que o errσNˆf ≤ 1, 96%
indicam que os 2 momentos estatísticos estimados calculados usando PECC apresentam erros
baixos para NpcC =90 com respeito aos NSMC =1E+06. Como exemplo, o PECC que estima o
Nˆf para S01 é apresentado na Tabela 3.11, na qual as colunas 1 e 4 são exibidas a função base
do PECC .
As colunas 2 e 5 são apresentados os coeficientes do PECC , é por último, as colunas 3 e 6 indicam
o índice de sensibilidade dos coeficientes, γ, conforme é definido na Equação (3.3), que estima o




Tabela 3.11: Coeficientes do PECC e os resultados da análise da sensibilidade dos coeficientes do
PECC na estimativa do Nˆf em uma placa com furo central sob S01.
Função base yi γi Função base yi γi
1 48,61 0,88 ξ1 0,11 0,00
ξ2 -0,05 0,00 ξ3 19,18 0,35
ξ4 6,42 0,12 ξ5 -10,30 -0,19





























-0,30 -0,01 ξ1ξ2 -0,44 -0,01
ξ1ξ3 0,88 0,02 ξ1ξ4 -1,32 -0,02
ξ1ξ5 -0,73 -0,01 ξ1ξ6 -0,60 -0,01
ξ1ξ7 1,39 0,03 ξ1ξ8 1,38 0,02
ξ2ξ3 0,53 0,01 ξ2ξ4 -0,29 -0,01
ξ2ξ5 0,06 0,00 ξ2ξ6 -0,13 0,00
ξ2ξ7 -1,04 -0,02 ξ2ξ8 0,89 0,02
ξ3ξ4 2,80 0,05 ξ3ξ5 -5,83 -0,11
ξ3ξ6 -0,81 -0,01 ξ3ξ7 -2,05 -0,04
ξ3ξ8 3,81 0,07 ξ4ξ5 -2,03 -0,04
ξ4ξ6 0,45 0,01 ξ4ξ7 -0,39 -0,01
ξ4ξ8 1,49 0,03 ξ5ξ6 1,42 0,03
ξ5ξ7 3,40 0,06 ξ5ξ8 -2,42 -0,04
ξ6ξ7 0,51 0,01 ξ6ξ8 -0,39 -0,01
ξ7ξ8 -1,52 -0,03
Uma análise da sensibilidade dos coeficientes do PECC foi apresentada na Tabela 3.11, em que
os γ ≥ 0, 01 são apresentados na Figura 3.6, na qual o polinômio de 45 termos poderia ser escrito
com 38 termos sem perda de precisão, desconsiderando os γi ≤ 0, 01. As VA do material, H’
(ξ1), n’ (ξ2) e do carregamento S01(2) (ξ6) não têm importância na quantificação da incerteza do
Nˆf , enquanto que o σ′f (ξ3), o ′f (ξ4) e os componentes do vetor S0, S01(1) (ξ5), S01(3) (ξ7) e
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Figura 3.6: Resultado da análise de sensibilidade do PECC para estimar o Nˆf de uma placa de
liga de alumínio 2024-T351 com furo central e S01.
3.2 Viscoelasticidade
No cálculo das deflexões em elementos de concreto, é importante considerar a aleatoriedade do
material e a influência do tempo no E (t), conforme a Equação (2.41). Para estimar as deflexões
em estruturas de concreto foi utilizado o modelo de Boltzmann, o qual é utilizado em materiais
viscoelásticos e leva em conta a influência do tempo no cálculo do E (t). Será inicialmente abordada
a quantificação da incerteza do E (t) em materiais quase frágeis para diferentes instantes de tempo,
assim como a função de escoamento (J(t)), antes de analisar a deflexão em elementos de concreto.
A J(t) pode ser expressa em termos das relações dos módulos Es, Ek, e ηk de acordo com a
Equação 2.40, e usando o método de interconversão (Park e Schapery, 1998; Park e Kim, 1999)
têm-se,
















E∞ (E∞ + E1)
, τ1 =
ρ1 (E∞ + E1)
E∞
(3.5)
Substituindo-se a Equação (3.5) na Equação (3.4) obtém-se.
J(t) = J0 + J1e−
t
τ1 (3.6)
3.2.1 Quantificação da incerteza do módulo de relaxação
Devido à incerteza epistêmica dos dados decorrentes dos poucos ensaios de laboratório para medir
E (t) e tendo em conta a entropia estatística que diz: "quando são conhecidos 2 parâmetros tais
como a µ e o σ, e se desconhece a distribuição, a máxima entropia estatística é atingida com a
fX (x) normal "(Harr, 1997; Bendat e Piersol, 2008). O modelo de E (t) estimado (Eˆ (t)), usando
PECC assume VA normais para E∞, E1 e ρ, de acordo com a Equação (2.41), e são considerados
iid; na Tabela a seguir se estabelecem os parâmetros de cada VA para diferentes V.
Tabela 3.12: Parâmetros das VA de entrada do modelo E (t).
VA µ V (%)
E∞ (dina/cm2) → ξ1 1E-02 10; 20; 30; 40
E1 (dina/cm2) → ξ2 1E+00 10; 20; 30; 40
ρ1 (s) → ξ3 1E+04 10; 20; 30; 40
1 dyn/cm2 = 10−1 N/m2
Para obter o Eˆ(t), foi utilizada a Equação (2.41) para realizar análise probabilística para t=1E+00
s, 3E+03 s, 3E+04 s e t=1E+06 s, em que, as µ e V são apresentados na Tabela 3.12 que
incorpora o PECC e SMC na estimativa do Eˆ(t) e E(t), respectivamente. Como um exemplo da
calibração do PECC utilizando SMC são analisados t=3E+03 s e t=3E+04 s do E(t), levando
em consideração que os t a analisar são os que apresentam maior variação no E(t), definido na
Equação (2.8). Os y foram obtidos usando o método da colocação baseado em regressão, em que
NpcC variam de acordo com n e p, conforme a Equação (2.8), e são apresentados na Tabela 3.13.
No problema de fadiga foi utilizado a sequência de Sobol para estabelecer o espaço amostral de
acordo com m e p do PECC . Neste Capítulo são usadas as raízes da função base de grau p+1
como os pontos de colocação. Isto quer dizer, que as raízes da função base p+1 que geram os
pontos com máxima probabilidade de ocorrência, veja Seção 2.1.2, conhecido como o método de
colocação probabilístico, é usado nesta seção. O valor de p vai depender da acurácia do PECC
com respeito dos resultados obtidos usando SMC no cálculo da fX(x). O p que gerou a fX(x) para
o Eˆ(t) usando PECC , fEˆ(t)(Eˆ(t)), com menores erros com respeito da fX(x) pelo E(t) usando
SMC, fE(t) (E(t)), foi o p=2 para t=3E+03 s, e p=3 para t=3E+04 s, os parâmetros utilizados
são dados na Tabela 3.13. O cálculo dos y foi possível usando um espaço amostral de 20 e 40
pontos, NpcC = 20 e 40, ou seja, 2 vezes o estimado conforme à Equação (2.8) para n=3, p=2
e n=3, p=3. Isto é feito para evitar problemas de singularidade na matriz A da Equação (2.29)
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segundo Isukapalli (1999) que recomenda que o NpcC = 2N, isto vai gerar y mais robustos que
NPECC = N .
Tabela 3.13: Número de pontos de colocação eNPECC junto comNSMC eNSMC/PECC , necessários
para quantificar a incerteza de E(t).
t (s)
3E+03 3E+04
p (-) 2 3
NPECC (-) 10 20
NpcC (-) 20 40
NSMC (-) 1,0E+06 1,0E+06
NSMC/PECC (-) 5,0E+04 5,0E+04
(-) Adimensional.
As fE(t) (E(t)) e fEˆ(t)(Eˆ(t)) são representadas como SMC e PECC na Figura 3.7, e seguem
uma distribuição lognormal, conforme o estimador de máxima verossimilhança. A fEˆ(t)(Eˆ(t))
é construída depois dos coeficientes dos PECC regredidos e usado SMC sobre o PECC , com
NPECC =5E+04 simulações já fE(t) (E(t)) é construída usando SMC sobre a Equação (3.4) e










2 1 10dyn/cm = N/m
2 2- 1
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
t V 10 %= 3E+03 s;   SMC; =
t V 10 %= 3E+03 s;   PEC ; =C
t V 40 %= 3E+04 s;   SMC; =
t V 40 %= 3E+04 s;   PEC ; =C
MSE NRMSE NMSE
549 0 1,00 1,00, E- 7
MSE NRMSE NMSE
2 4 03 5 1,00,3 E- 0,9




para t = 3E+03 s e 3E+04 s, com diferentes
V.
A comparação entre as fEˆ(t)(Eˆ(t)) e fE(t) (t) para t =3E+03 s na Figura 3.7 apresenta um ajuste
adequado em todo o domínio de E(t). Entretanto, para t =3E+04 s na Figura 3.7 o ajuste
apresenta nas caudas das fX(x), com maior densidade do PECC que a SMC. A análise do erro
da fEˆ(t)(Eˆ(t)) com respeito à fE(t) (E(t)) para t =3E+03 s é apresentado na Figura 3.7. O MSE,
conforme a Equação (3.1a) tende a 0 e outros tipos de erro analisados são: o NMSE e a NRMSE,
definidos nas Equações (3.1b) e (3.1c), respectivamente, em que o NMSE e NRMSE tendem a
1, indicando uma adequada predição. A fEˆ(t)(Eˆ(t)) encontrada usando PECC para t=3E+04 s
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ajusta-se à encontrada usando fE(t) (E(t)), com um MSE que tende a 0 e NMSE tendendo a 1
enquanto que o NRMSE=0,95 com uma diferença na densidade máxima.
Na seguinte Tabela, são apresentados como exemplo os PECC de p=2 e p=3 para os tempos
t=3E+03 s e 3E+04 s que melhor se ajustam à fE(t) (E(t)), levando em consideração V=10 % e
V=40 %.
Tabela 3.14: Coeficientes do PECC na estimativa do Eˆ(t) para diferentes instantes de t e V.
t (s) V (%) PECC
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O PECC com p = 2 que estima o Eˆ(t) para t=3E+03 s não tem em conta a VA padrão ξ1 (E∞)
e ξ2 (E1), mas para t=3E+04 s todas as VA participam embora a VA que tem maior participação
é ξ3 (ρ1). Determinadas a fEˆ(t)(Eˆ(t)) e fE(t) (E(t)) que melhor define o comportamento do E(t),
o estimador de máxima verossimilhança é usado para estimar µ, σ e o V e são apresentados na
Tabela 3.15.
A seguir é definido o erro relativo da µ do Eˆ(t) (µEˆ(t)) com respeito à µ do E(t) (µE(t)), errµEˆ(t) ,









Tabela 3.15: Comparação estatística dos resultados para estimar o E(t) usando PECC e SMC
para diferente t e V.
t (s) V µEˆ(t) σEˆ(t) VEˆ(t) fEˆ(t)(Eˆ(t)) µE(t) σE(t) VE(t) fE(t) (E(t)) errµEˆ(t) errσEˆ(t)
3E+03 10 0,75 0,08 10 Normal 0,75 0,08 10 Normal 0 0
3E+04 40 0,04 0,05 130 LN 0,04 0,05 128 LN 2 5
µEˆ(t), µE(t), σEˆ(t), σE(t) (ciclos); V, VEˆ(t), VE(t) (%); LN, Lognormal; errµEˆ(t) , errσEˆ(t) (%)
Foram estimados os errµEˆ(t) assim como errσEˆ(t) , definidos nas Equações (3.2a) e (3.2b) e calcula-
dos para os t=3E+03 s e 3E+04 s, os quais são apresentados nas colunas 11 e 12 da Tabela 3.15.
Em geral, para os casos analisados de t os errµNˆf ≤ 2%, enquanto que o errσNˆf ≤ 5% indicando
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que os 2 momentos estatísticos estimados calculados usando PECC apresentam erros pequenos
para NpcC = 20 com respeito aos NSMC = 1E + 06 utilizados na SMC.
A seguir são apresentados na Tabela 3.16, o p, NPECC , NpcC , NSMC e NSMC/PECC , usados na
análise do Eˆ(t) para t=1E+00 s, 3E+03 s, 3E+04 s e 1E+06 s, encontrados de maneira similar
à metodologia exposta para t=3E+03 s, t=3E+04 s e V=10% e 40%, respectivamente.
Tabela 3.16: Número de pontos de colocação e NPECC , junto com NSMC e NSMC/PECC , necessá-
rios para quantificar a incerteza de E(t) para diferentes t e V.
t (s) 1E+00 3E+03 3E+04 1E+06
V (%) 10; 20; 30; 40 10; 20; 30; 40 10; 20; 30; 40 10; 20; 30; 40
p (-) 2 2 3 2
NPEC (-) 10 10 20 10
Npc (-) 20 20 40 20
NSMC (-) 1E+06 1E+06 1,0E+06 1,0E+06
NSMC/PEC (-) 5E+04 5E+04 5,0E+04 5,0E+04
(-) Adimensional.
Um estudo do comportamento é realizado à fEˆ(t)(Eˆ(t)) para o t e V definidos na Tabela 3.16, na
qual tem como objetivo determinar o comportamento da µEˆ(t), VEˆ(t) e a fEˆ(t)(Eˆ(t), apresentado
na Figura 3.8a-d. A análise do Eˆ (t) para os t=1E+00 s, 3E+03 s, 1E+06 s com V=10; 20; 30
e 40, usando PECC , foi realizado com p=2 dada a pouca variabilidade dos resultados do Eˆ (t),
enquanto que, para t=3E+04 s e os V analisados o p que apresenta melhores resultados é p=3.
Os resultados da µEˆ(t) (colunas 3 e 8 ), o VEˆ(t) (colunas 4 e 9 ) e o tipo de fEˆ(t)(Eˆ(t)) (colunas
5 e 10 ) do Eˆ (t) são apresentados na Tabela 3.17.
O comportamento dos dados é simétrico com respeito à µEˆ(t) para os t=1E+00 s, 3E+03 s e
1E+06 s e os diferentes V analisados, o qual pode ser observado nas Figuras 3.8(a), 3.8(b) e
3.8(d), respectivamente. Para t=3E+04 s o comportamento dos dados é assimétrico com respeito
à µEˆ(t) para os V analisados, Figura 3.8(c), os quais seguem uma distribuição de probabilidade
lognormal. A µEˆ(t), VEˆ(t) e o tipo de fEˆ(t)(Eˆ(t)) na Tabela 3.17 permanecem invariantes com o
aumento do V para t=1E+00 s e 1E+06 s. A µEˆ(t) para t=3E+03 s apresenta uma ligeira perda
de rigidez ao acrescentar V, entretanto não há mudanças significativas no VEˆ(t) e a fEˆ(t)(Eˆ(t)). O
Eˆ (t) para t=3E+04 s apresenta alta variabilidade no VEˆ(t) (coluna 9 ) tornado-se até 3,25 vezes





segue uma distribuição lognormal.
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Figura 3.8: Comparação das fEˆ(t)(Eˆ(t)) com diferentes V e t, (a) t = 1E+00 s, (b) t = 3E+03
s, (c) t = 3E+04 s e (d) t = 1E+06 s. Adaptado de Evangelista-Jr e Afanador (2016)
.
A seguir, são apresentados os resultados da estatísticas obtidas para o Eˆ(t) para os diferentes t e
V.
Tabela 3.17: Resultados da estatísticas da análise do Eˆ (t) usando PECC e diferente V e t.
t (s) V (%) µEˆ(t) VEˆ(t) (%) fEˆ(t)(Eˆ(t)) t (s) V (%) µEˆ(t) VEˆ(t) (%) fEˆ(t)(Eˆ(t))
1E+00
10 1,01 10 Normal
3E+04
10 6,03E-02 27 LN
20 1,01 20 Normal 20 4,79E-02 60 LN
30 1,01 29 Normal 30 4,30E-02 96 LN
40 1,01 39 Normal 40 3,81E-02 130 LN
3E+03
10 0,75 10 Normal
1E+06
10 9,99E-03 10 Normal
20 0,74 21 Normal 20 9,98E-03 20 Normal
30 0,73 31 Normal 30 9,98E-03 30 Normal
40 0,71 43 Normal 40 9,97E-03 41 Normal
µEˆ(t) (dyn/cm
2); LN Lognormal.
Na Figura 3.9 é apresentada a envoltória do Eˆ(t), na qual são exibidos os comportamentos da
(µEˆ(t) ± σEˆ(t)) para os V analisados. A envoltória do Eˆ (t) permite ter uma ideia da incerteza
física do material, em que para o modelo de Boltzmann para os tempos iniciais (de 1 s até 1E+04





















t (s) 1 dyn/cm  =10 N/m
2 -1 2
Figura 3.9: Envoltória do Eˆ (t) (µEˆ(t) ± σEˆ(t)) no tempo t para diferentes V.
É possível ter em conta a incerteza do E(t), considerando um modelo viscoelástico em materiais
quase frágeis para o cálculo das deflexões de uma viga biapoiada com carregamento uniforme. A
seguir, um modelo numérico de vigas prismáticas de concreto usando um modelo viscoelástico que
leva em consideração a incerteza do E(t) é implementado para o cálculo das deflexões dependentes
do t (δ(t)), no centro do vão usando PECC .
3.2.2 Quantificação da incerteza das deflexões em viga biapoiada
Nesta seção são analisadas as deflexões que podem acontecer em uma viga prismática de concreto
biapoiada com carregamento uniforme (q(t)), como mostra a Figura 3.10, junto com os valores
determinísticos do q(t), comprimento do vão L, espessura B e altura h. Uma representação do
procedimento utilizado na análise das deflexões no centro do vão (δ), levando em considerando a














Figura 3.10: Viga biapoiada construída com material quase frágil e carregamento uniforme, q(t).
Com o fim de realizar uma análise geral, são avaliados os resultados das deflexões padrão com o
intuito de determinar a incerteza na deflexão padrão estimada dependente do t, δˆN (t), utilizando
o PECC . A δˆN (t) é definida como a relação entre a deflexão dependente do tempo δ(t) em função
da convolução da função de fluência, J(t), e a deflexão de referência δRef (δRef = 5qL4/384EI),











Figura 3.11: Diagrama de fluxo da quantificação da incerteza na análise da δˆN (t) em viga biapoi-
ada, considerando modelo viscoelástico em materiais quase frágeis.
A deflexão dependente do tempo é definida,








em que, L = 6, 00 m e J(t− τ) é a função de convolução da J(t) definida conforme a Equação 3.4.
O espaço amostral depende do n =4 VA e p, utilizado para estabelecer o N que define o NPECC .
Usando umNpcC = 2N no método da colocação probabilística, é possível determinar os coeficientes
do PECC usando regressão por mínimos quadrados. Na Tabela 3.18 são apresentado os parâmetros
utilizados para determinar o PECC e a fX(x).
Tabela 3.18: Número de pontos de colocação e NPECC junto com NSMC/PECC , necessários para







A δˆ(t)N pode ser calculada usando PECC , tendo em conta os parâmetros das estatísticas das
VA como µ e σ do E∞, E1 e ρ1, as quais seguem uma fX(x) normal e são consideradas iid,
e foram definidos na Tabela 3.12. Para diferentes instantes de t (1E+00, 3E+03, 3E+04 e
1E+06) s, foi calculada a δ(t)N , com relação ao δ(t) no centro da viga, e levando em consideração
V=10 %, 20 %, 30 % e 40 %. As FX (x) da δˆ(t)N são denotadas como Fδˆ(t)N (δˆ(t)N ), usando
PECC e levando em consideração o estimador de máxima verossimilhança para definir a melhor
Fδˆ(t)N (δˆ(t)N ), como apresentado na Figura 3.12(a). As Fδˆ(t)N (δˆ(t)N ) seguem uma distribuição
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lognormal construída depois dos coeficientes do PECC regredidos e usando a técnica de SMC
sobre o PECC com NSMC/PECC =5E+04.
V = 10 %
V = 20 %
V = 30 %
V = 40 %
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(d)
Figura 3.12: Distribuições das Fδˆ(t)N (δˆ(t)N ) estimadas por PECC , para (a) t=1E+00 s, (b)
t=3E+03 s, (c) t=3E+04 s e (d) t=1E+06 s. Adaptado de Evangelista-Jr e Afanador (2016).
Os resultados das estatísticas encontradas na δˆ(t)N , para os diferentes t e V analisados, são
apresentado na Tabela 3.19. A µ do δˆ(t)N (µδˆ(t)N ) encontra-se nas colunas 3 e 8 da Tabela 3.19,
enquanto que o V do δˆ(t)N , corresponde a Vδˆ(t)N , está localizado nas colunas 4 e 9. Além disso,
as colunas 5 e 10 apresentam a distribuição que seguem os dados. Os resultados indicaram que
para t=1E+00 s a µδˆ(t)N é invariante com as mudanças do V, enquanto que, há um aumento
importante no Vδˆ(t)N para V=0,40 %. Para t=3E+03 s as µδˆ(t)N acrescentam com o aumento
do V e o Vδˆ(t)N aumenta em todas os instantes de t com respeito ao V dado nas VA, chegando
até 2,23 vezes maior quando V=40 %. Para t=3E+04 s e 1E+06 s os resultados são semelhantes
para µδˆ(t)N e Vδˆ(t)N para os diferentes V, apresentando-se um ligeiro aumento na µδˆ(t)N e Vδˆ(t)N .
Foi analisado o caso quando t =3E+03 s e ρ1 =1E+04 s para estudar a influência das VA E∞
e E1 na δˆ(t)N . Observou-se que a µδˆ(t)N aumenta em forma linear com o aumento do V e só
apresenta uma variação importante no Vδˆ(t)N para V=40 %, sendo 1,33 vezes maior a saída que
a entrado do modelo.
Os aumentos na µδˆ(t)N é matematicamente normal, dado que, ao acrescentar o t, o E(t) diminui
e por conseguinte, a δˆ(t) aumenta, mas as variações nos dados de entrada geram δˆ(t)N acima das
esperadas pela literatura. Uma análise do Vδˆ(t)N permite concluir que não existe uma relação
linear entre os V das VA de entrada (E∞, E1 e ρ1) e de saída (δˆ(t)N ) e, pelo contrário, ele
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10 0,01 10 LN
3E+04
10 0,96 10 LN
20 0,01 21 LN 20 0,99 21 LN
30 0,01 36 LN 30 1,06 37 LN
40 0,01 60 LN 40 1,19 59 LN
3E+03
10 0,27 13 LN
1E+06
10 1,01 10 LN
20 0,29 29 LN 20 1,05 21 LN
30 0,31 45 LN 30 1,10 35 LN
40 0,46 89 LN 40 1,24 59 LN
10 0,28 10 LN
3E+03 20 0,30 19 LN
ρ1 =1E+04 s 30 0,34 32 LN
40 0,40 53 LN
LN, Lognormal; (-) Adimensional.
aumenta significativamente depois do V ≥ 30 %, e pode se conformar uma relação não linear, e é
apresentado na Figura 3.13(a).
Com o uso do PECC para cada t analisado, foi possível calcular a δˆ(t)N para diferentes V, o que
permitiu concluir que para V > 20 % são esperadas δˆ(t)N maiores à estimada para t=1E+06 s,
apresentadas na Figura 3.13(b). A δ(t) de referência padrão é denotada por δ(t)Ref.N = 1, 00, em
que a δ(t)Ref.N corresponde quando a δ(t) = δ(t)Ref.. Em geral a δˆ(t)N > δ(t)Ref.N para os t e V
analisado de acordo com os resultados apresentados na Tabela 3.19 e na Figura 3.13(b).
O Eˆ(t) em ambientes controlados pode ter variações pequenas (V ≤ 15 %), mas quando o concreto
é produzido no local é possível ter V > 15 %, visto que os efeitos ambientais podem afetá-
lo (temperatura, radiação solar, umidade etc.). É por isto que, resultados como os contidos no
presente trabalho tornam-se de especial relevância na previsão das deflexões possíveis em materiais
quase frágeis. A técnica PECC facilita a análise probabilística de qualquer situação, pois requer
um número menor de simulações, comparado com SMC.
O desenvolvimento deste capítulo permitiu verificar a aplicação do PECC em casos complexos da
engenharia, como: fadiga e viscoelasticidade, diminuindo os custos computacional na estimação
da µ, σ e as fX(x), além de, expressar um problema físico das VA usando PECC . Por último,
para diminuir ainda mais o tempo computacional, foi desenvolvido um algoritmo que permitirá
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Figura 3.13: Comportamento de δˆ(t)N ; (a) curva do VV A - Vδˆ(t)N , (b) comportamento da t -
µδˆ(t)N , em que, a) e b) adaptado de Evangelista-Jr e Afanador (2016), c) curva semilogarítmica
do t - µδˆ(t)N e d) detalhe curva t-µδˆ(t)N , em que t=0 até 1,00E+05 s.
3.3 Contribuições
Uma análise probabilística do Nf sob carregamento constante usando PECC requer um espaço
amostral menor que aplicando SMC, e portanto menos tempo de processamento, o que torna
computacionalmente menos custoso. De igual modo, calcular µNˆf e σNˆf vai precisar só N simu-
lações (veja-se a Equação 2.8) comparado com NSMC ; dado que eles são função dos coeficientes
do PECC , conforme as Equações (2.19 e 2.20), o que faz da técnica do PECC uma ferramenta
computacionalmente importante. Além disso, Foi possível determinar a dispersão do Nˆf e Nf
levando em consideração a metodologia de Neuber-Morrow, em que ela acrescenta em quanto que
o Fa diminui.
O Eˆ(t) é definido por meio de um processo aleatório E (t) que segue uma distribuição de pro-
babilidade lognormal, no qual a variação da saída gera na estruturas deflexões importantes não
previstas quando as forças são aplicadas à idade precoce. Além disso, as δˆ(t) para t > 1E + 06 s




Polinômio de expansão de caos
adaptativo (PECAdap)
Vários métodos foram revisados no capítulo 2 para construir uma aproximação da resposta do
modelo em uma base de PECC com n VA e p. No capítulo 3 foram construídos modelos a partir
dos pontos de colocação usando as raízes do polinômio de p+1 a sequência de Sobol. Seja qual for
a abordagem para determinar os coeficientes do PECC , intrusiva ou não intrusiva, conforme foi
apresentado na seção 2.1.2, o número de funções de base pode ser proibitivamente grande quando
o número de VA de entrada aumenta (Webster et al., 1996; Isukapalli et al., 1998).
Neste Capítulo são apresentados as bases teóricas levadas em consideração na estimação de um
novo PEC, que leve em conta os componentes principais que permitam obter um polinômio com
um número menor de coeficientes e um número menor de pontos amostrais. Como modelos de
validação têm-se 3 funções de estado limite definidas por Grooteman (2008) na estimativa de
determinar as fX(x) definidas pelas funções de estado limite, assim como as encontradas usando
PECC e um novo PEC proposto, PECAdap. Em seguida, é estabelecida uma comparação do β
para a função de estado limite estudada por Kroetz et al. (2017) entre diferentes metamodelos
propostos, incluindo o PECAdap. A terceira validação é uma comparação das deflexões de um
ponte de concreto para diferentes instantes de tempo, utilizando uma discretização em EF com
elementos triangular junto com PECC e PECAdap.
O problema da dimensão foi a motivação para desenvolver um método que diminua o número de
coeficientes sem perda de precisão, utilizando os componentes principais do PECC , regressão por
mínimos quadrados e coeficiente de determinação, R2. A metodologia proposta é mais fácil de
implementar e permite ter controle do p a ser considerado obrigatório (pOB) no PECC , o qual
com as outras metodologias não é levado em consideração.
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4.1 Componentes principais do PECC
A determinação de um PECAdap apropriado para o modelo de saída, utilizando os componentes
principais, é um procedimento iterativo que foi desenvolvido neste trabalho como um aporte ao
método, o fluxograma da metodologia utilizada é apresentada na Figura 4.1. A metodologia
inicia-se com a definição dos dados de entrada: vetor de µ, σ e n das VA, grau de análise máximo
(pmax.), e o grau de análise obrigatório (pOB). O pOB corresponde ao p dos componentes principais,
conforme a Equação 2.6, que serão considerados no PECAdap. Por exemplo, se n = 2, pOB = 2 e
pmax = 4 os componentes principais que estariam devido ao pOB no polinômio são: ξ1, ξ2, (ξ1 − 1)2
e (ξ2 − 1)2.
Selecione a entrada e a saída
Ger parae p=1
Determine        e
Adicion os componentese
principa s para,i p









Inicializ , ee n  p pOB max
Ri
2
Determine        e
Determine        e
Figura 4.1: Diagrama de fluxo do algoritmo do PECAdap proposto.
O algoritmo começa com o polinômio de p = 1 e determina o vetor de coeficientes do PECC , y,
e o R2. Posteriormente, se p < pmax e p ≤ pOB, acrescenta-se uma componente principal a mais
para cada VA, conforme a Equação (2.6), até que p = pOB. Tendo em conta que, para todos os
componentes principais acrescentados ao polinômio, é calculado o R2, a partir de p = 1 até p =
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pOB, é levado em conta o último R2 e o PECC gerado até esse momento. Para pOB < p ≤ pmax,
é acrescentado um componente principal a mais no polinômio por ciclo, calculando o novo y e o
R2 para cada VA e p, se R2i > R2i−1 + Tol., em que Tol. = tolerância = 5E-03 (assumido) e R2i−1
é o R2 do ciclo anterior executado. No caso anterior, se não for cumprido que R2i > R2i−1 + Tol. o
termo acrescentado será desconsiderado, um novo termo será aumentado e novamente é avaliado
e comparado o R2 até que p = pmax.
A seguir são expostos as funções que faz parte do programa de PECC y PECAdap no ambiente
de programação MatLab.
4.1.1 Funções do programa de PECC y PECAdap
Na seguinte tabela são apresentadas as funções que faz parte do programa de PECC e PECAdap
realizado no ambiente de programação MatLab, em que a coluna Função indica o nome de extensão
.m, e a segunda coluna indica que faz cada função dentro do programa.
Tabela 4.1: Funções do programa PECC e PECAdap.
Função(.m) Faz
leer_parametros Leia cada uma das variáveis definidas em PECNI.txt
transform Transforma do espaço da variável ao espaço normal padrão
matriz2 Matriz algoritmo de Sudret (ζ), veja Tabela 2.1
H_eps Pega ζ e construí o vetor de funções base do PEC
obtener_Y_A Determina o vetor de coeficientes do PECC , R
2 e o vetor
de funções base do PECC
A_vector Determina a matriz A, veja a Equação 2.29 utilizando o
PECC
he Polinômios de Hermite até p = 7
obtener_Y_A_opt21 Determina o vetor de coeficientes do PECAdap, R
2 e o
vetor de funções base do PECAdap
A_vector1 Determina a matriz A, veja a Equação 2.29 utilizando o
PECAdap
SMC Gera números aleatórios no espaço das variáveis
Y_funcao Define a equação a estimar a pf e β
new_Amat
Determina a nova matriz A para os números aleatórios
gerados na SMC e levados ao espaço normal padrão para
determinar fX(x) de PECC e PECAdap
Na seção seguinte é avaliado o PECC com os N termos de truncamento e o PECAdap com
NPECAdap < NPECC para 3 equações dadas. A precisão do PECC e PECAdap será quantificada
em função dos resultados usando SMC sobre os PECC e PECAdap obtidos e os erros das fX(x)
do PECC e PECAdap com respeito à função original.
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4.2 Verificação
Com o intuito de validar o algoritmo para encontrar o PECAdap, serão testadas 3 funções de
estado limite definidas por Grooteman (2008) com diferentes níveis de complexidade e 1 função
de estado limite utilizada por Kroetz et al. (2017).
Exemplo 1
y = 2− x2 − 0, 1x21 + 0, 06x31 x1, x2 ∼ N (0, 1) (4.1)
A função anterior de estado limite relaciona 2 VA (n=2 ), as quais seguem uma fX(x) normal
padrão, ou seja, com µ = 0, σ = 1,00 e é assumido o pmax = 3 igual ao pmáximo da Equação 4.1.
O NpcC para estabelecer PECC , necessário para determinar o NPECC , é conforme à Equação (2.6),
e o espaço amostral é estabelecido usando sequência de Sobol . A vantagem de usar sequência de
Sobol é que o NPECC é igual ao N , pois a sequência de Sobol usado no polinômio de Hermite os
resultados tendem de forma rápida à µ da função. A sequência de Sobol gera números aleatórios
que seguem uma fX(x) uniforme que mediante transformação isoprobabilística, conforme a Tabela
2.2, é levada ao espaço normal padrão, espaço usado pelo polinômio de Hermite, conforme foi
definido na seção 2.1.
Na Tabela 4.2 são apresentados p, NPECC , NpcC , NSMC e o NSMC/PECC usados na função de
estado limite dada na Equação 4.1. O NpcC corresponde com o NPECC dado que a função não é
complexa e não precisa de acrescentar o espaço amostral para estimar a saída. O número de pontos
de colocação do PECAdap, representado por NpcAdap , é determinado depois de definir pmax = 3,
como o p máximo da função, os pOB = 1, 2, 3, o R2. Na Tabela 4.3 são apresentados os resultados
da adaptabilidade dos coeficientes do PECAdap, definidos como, NpcAdap , r e R2, para cada pOB
em que, r = NpcAdap/NpcC é a relação entre o espaço amostral do PECAdap e PECC .
Tabela 4.2: Número de pontos de colocação e NPECC junto com NSMC e NSMC/PECC para










O NpcC = 10 apresentado na Tabela 4.2 é calculado para n = 2 e p = 3, conforme a Equação (2.6),
enquanto que o NpcAdap = 7, levando em consideração o pOB =1 e 2, conforme é apresentado nas
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colunas 2 e 6 da Tabela 4.3. A função dada no exemplo 1 pode ser representado por um PECAdap
com NpcAdap = 9, em que os componentes principais das 2 VA contêm p=1, 2 e 3, os quais são
exibidos na coluna 10 da Tabela 4.3. Esta diminuição deve-se ao fato dos termos em falta não
contribuírem de forma importante na regressão.
Tabela 4.3: Resultados da adaptabilidade no cálculo dos coeficientes do PECAdap do exemplo 1.
pmax = 3; pOB = 1 pmax = 3; pOB = 2 pmax = 3; pOB = 3











































Na Figura 4.2 foram apresentados os NPECC , para n =2 e p =2, e os NPECAdap para cada um dos
pOB analisados no exemplo 1. Na NPECAdap que tem menor número de coeficientes e maior R2,
corresponde aos casos que leva em consideração pmax = 3 e os pOB =1 e 2, segundo é apresentado
na Tabela 4.3 e na Figura 4.2. A relação r =0,30 indica que o NPECAdap é 0,70 vezes menor
que o NPECC para os pOB =1 e 2, ou seja, há uma diminuição no número de operações e tempo





















Figura 4.2: Número de coeficientes na adaptabilidade no cálculo dos coeficientes do PECC e
PECAdap do exemplo 1.
A contribuição dos componentes principais das VA para os casos mencionados, PECAdap e o
PECC , são apresentados na Figura 4.3. A contribuição dos componentes principais da VA x1
(ξ1) é constante para os pOB =1, 2 e 3, conforme é apresentado na Figura 4.3(a). A VA x2
(ξ2) os componentes principais são importantes no grau 1 nos casos analisados e, os componentes
principais dos p=2 e 3 não têm relevância, como é ilustrado na Figura 4.3(b). Embora o pOB =1
e 2 do PECAdap apresenta NPECAdap =7, o polinômio que foi utilizado para estimar a fX(x) é
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(b)
Figura 4.3: Comparação dos componentes principais para pmax = 3 com pOB = 1, 2 e 3, do
PECAdap, e PECC do exemplo 1 ; variáveis (a) ξ1 e (b) ξ2.
A fY (y) foi determinada usando SMC em que NSMC = 1E + 06, enquanto que fY (y) estimada
usando PECC , fYˆC (yˆC), foi estabelecida usando NSMC/PECC = 5E + 04. Para o pOB = 1 e o
NSMC/PECAdap = 5E + 04, a fY (y) estimada, usando PECAdap, é fYˆAdap (yˆAdap). As fX (x) que
melhor definem o comportamento dos resultados usando PECC , PECAdap e a saída (representada
por SMC) correspondem à fX (x) normal. Na Figura 4.4 é apresentada a fYˆC (yˆC) como o PECc,
a fYˆAdap (yˆAdap) é representa pelo PECAdap, e a fY (y) é SMC. As fY (y) apresentadas na Figura
4.4 são coincidentes, isto é, que o PECC e o PECAdap representam a saída usando SMC.
Uma análise dos erro das fYˆC (yˆC) e a fYˆAdap (yˆAdap) com respeito à fY (y) da saída, indica que
há uma semelhança nas fY (y), as quais seguem uma fY (y) normal, levando em consideração o
estimador de máxima verosimilhança. O valor dos erros MSE, NRMSE e NMSE entre a fY (y)
e a fYˆC (yˆC) e a fYˆAdap (yˆAdap) tendem a 0 para MSE e 1 para NRMSE e NMSE, indicando que
os resultados são similares com respeito aos obtidos usando SMC, mas com um espaço amostral
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Figura 4.4: Comparação das fY (y) da SMC, PECC e PECAdap do exemplo 1.
O PEC podem ser aplicados para diferentes número de VA, no exemplo 2 é abordado a função de
estado limite com 10 VA, representada pela Equação 4.2.
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Exemplo 2





− x10 x1, x2, · · · , x10 ∼ N (0, 1) (4.2)
A função de estado limite apresentada na Equação 4.2, tem um pmax = 2 e n=10 VA, as quais
seguem uma fX(x) normal padrão. Embora a função de estado limite contem VA de p=2, é possível
avaliar o polinômio para um p diferente ao definido inicialmente e, por isto, serão analisados os PEC
para os p=2 e 3 nos casos I e II a seguir são apresentados p, NPECC , NpcC , NSMC , NSMC/PECC ,
utilizados no exemplo 2.
Tabela 4.4: Número de pontos de colocação e NPECC junto com NSMC e NSMC/PECC para
quantificar a incerteza da Equação 4.2.
Caso I Caso IIa b
p (-) 2 2 3
NPECC (-) 66 66 286
NPECAdap (-) 24 25 22
NpcC (-) 66 66 286
NpcAdap (-) 24 25 22
NSMC (-) 1,00E+06 1,00E+06 1,00E+06
NSMC/PECC (-) 5,00E+04 5,00E+04 5,00E+04
(-) Adimensional.
Na Tabela 4.4 foram apresentados dois casos de análise, com intuito de indagar a contribuição do
p na precisão do polinômio. O caso Ia e Ib correspondem ao pOB = 1 e pOB = 2 com pmax = 2, e o
caso II leva em consideração pOB = 1 e pmax = 3. O NpcC utilizados foram 66 para n=10 e p=2,
necessários para determinar os NPECC no caso I, enquanto que para n=10 e p=3 o NpcC = 286
no caso II, o NpcC acrescenta. Os resultados da avaliação do algoritmo do PECAdap, aplicado na
função de estado limite definida na Equação 4.2, é apresentada na Tabela 4.5.
O NpcAdap foi determinado depois de definir pmax = 2 para pOB = 1 como o caso Ia e pOB = 2
como o caso Ib, além disso o caso II é definido pmax = 3 com pOB =1 com o objetivo de avaliar a r
e o R2. Para pmax = 2 são necessários NpcAdap = 24 e 25 pontos para pOB = 1 e 2 respectivamente,
enquanto que o para pmax = 3 com pOB = 1 o NpcAdap = 22, como apresentado na Tabela 4.5.
Para o caso Ia, pmax = 2 e pOB = 1 apresenta um R2 maior com respeito ao pOB = 2, pois só leva
em consideração os componentes principais de p=1, e para o p=2 fica com liberdade para ter em
conta ou não as funções base de p = 2 e produtos cruzados que permita ter um R2 > R2ant + tol.
Dado que, os R2 para os casos Ia e Ib apresentam R2 = 0, 92 e 0, 84 respectivamente, foi preciso
pesquisar se a metodologia PECAdap proposto consegue melhorar a regressão. No caso II, é
estabelecido o pmax = 3 e pOB = 1 com um NpcAdap = 22 obtendo um R2 = 1, 00 conforme
é apresentado nas colunas 10 e 12 da Tabela 4.5. Isto permitiu obter uma melhor regressão,
dado que tem maior quantidade de pontos amostrais e coeficientes. Foi possível obter um NpcAdap
menor aos encontrados nos casos Ia e Ib, e deve-se ao fato que tem maior quantidade de funções
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Tabela 4.5: Resultados da adaptabilidade no cálculo dos coeficientes do PECAdap do exemplo 2.
Caso Ia Caso Ib Caso II
pmax = 2; pOB = 1 pmax = 2; pOB = 2 pmax = 3; pOB = 1













































































base para avaliar a contribuição de cada um dos termos. Na Figura 4.5 é apresentado o NPECC ,
conforme a Equação (2.6) para p = 2 e 3, e o NPECAdap para pmax = 2 com pOB = 1, 2 e para























Figura 4.5: Número de coeficientes na adaptabilidade no cálculo dos coeficientes do PECC e
PECAdap do exemplo 2.
dos NPECAdap que tem menor número de coeficientes e maior R2, corresponde ao caso pmax =3
e o pOB =1, e representa 0,08 dos NPECC , para n=10 e p=3, e também ao usado por o PECC
com p = 2. Essa é a vantagem desse algoritmo que permite ter um menor número de operações
e tempo computacional que outras metodologias, tipo SMC ou PECC . Na Figura 4.6 estão as
contribuições das componentes principais para os casos acima mencionados (PECAdap e o PECC).
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Figura 4.6: Comparação dos componentes principais para pmax = 2 com pOB = 1 e 2, e pmax = 3
com pOB = 1, do PECAdap e PECC do exemplo 2 ; variáveis (a) ξ1, (b) ξ2, (c) ξ3, (d) ξ4, (e) ξ5,
(f) ξ6, (g) ξ7, (h) ξ8, (i) ξ9 e (j) ξ10.
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O algoritmo de PECAdap aplicado ao exemplo 2 permite obter um PECAdap com número menor
de coeficientes que um PECC com uma precisão similar, determinando quais variáveis não são
relevantes. As VA 3 até 10 não contribuem em melhorar a precisão do PECAdap para caso II com
pmax = 3 e pOB = 1, veja as Figuras 4.6c-j. No PECC a VA 1 participa nos p = 1, 2 e 3, enquanto
que a VA 2 só no p = 1, as outras VA tendem a zero (≈ 1E-15 ), veja o anexo I, Tabela A.I.1.
A fY (y) foi determinada usando SMC, em que NSMC = 1E + 06, enquanto que fY (y) estimada
usando PECC (fYˆC (yˆC)), foi estabelecida usando NSMC/PECC = 5E + 04. Para o caso II com
pmax = 3 e pOB = 1 o NSMC/PECAdap = 5E + 04 para determinar a fY (y) estimada usando
PECAdap, fYˆAdap (yˆAdap). As fY (y) que melhor definem o comportamento dos resultados usando
PECC , PECAdap e a saída (representada por SMC) correspondem à fY (y) normal. Na Figura
4.7 é apresentada a fYˆC (yˆC) como o PECc, a fYˆAdap (yˆAdap) é representa pelo PECAdap, e a fY (y)
é SMC. As fY (y) apresentadas na Figura 4.7 são coincidentes, isto é, o PECC e o PECAdap
representam a saída SMC.
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Figura 4.7: Comparação das fY (y) da SMC, PECC e PECAdap do exemplo 2.
Uma análise dos erro das fYˆC (yˆC) e a fYˆAdap (yˆAdap) com respeito à fY (y) da saída, indica que
há uma semelhança nas fY (y), as quais seguem uma fY (y) normal, levando em consideração o
estimador de máxima verosimilhança. O valor dos erros MSE, NRMSE e NMSE entre a fY (y)
e as fYˆC (yˆC) e fYˆAdap (yˆAdap), tendem a 0 para MSE e 1 para NRMSE e NMSE, indicando que
as fY (y) são similares com respeito aos obtidos usando SMC sobre a função, mas com um espaço
amostral menor. Os valores dos erros MSE, NRMSE e NMSE encontrados entre as fY (y) são
apresentados na Figura 4.7.
Em seguida, o algoritmo do PECAdap é aplicado ao Exemplo 3, expressão complexa pois envolve
uma função periódica, dado que não é possível definir de forma direita o p do PEC, sendo preciso
testar até conseguir o melhor R2.
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Exemplo 3
y = sen (pix1)x2 + (x3 + x4)2 − x5√2 x1, x2, · · · , x5 ∼ N (0, 1) (4.3)
O exemplo 3 é uma função de n=5 VA, as quais seguem uma fY (y) normal padrão, com p não
definido dado que a função seno é uma função periódica, para o qual será suposto o pmax = 3 com
1 6 pOB 6 3. O NpcC utilizados foram 56, necessários para determinar o NPECC com n=5 e p=3
a Tabela 4.6 são apresentados p, NPECC , NPECAdap , NpcC , NpcAdap , NSMC , NSMC/PECC usados
no exemplo 3. Na aplicação do algoritmo do PECAdap, define o NpcAdap para a função de estado
limite do exemplo 3, depois de definir pmax = 3 como o p máximo da função e 1 6 pOB 6 3 para
avaliar a r e o R2. A seguir são apresentados os resultados do algoritmo, como: a função base do
PECAdap, NpcC , r e R2 para cada espaço amostral analisado.
Tabela 4.6: Número de pontos de colocação e NPECC junto com NSMC e NSMC/PEC , para
quantificar a incerteza no exemplo 3.
pmax = 3
pOB = 1 pOB = 2 pOB = 3
p (-) 3 3 3
NPECC (-) 56 56 56
NPECAdap (-) 12 18 18
NpcC (-) 56 56 56
NpcAdap (-) 12 18 18
NSMC (-) 1,00E+06 1,00E+06 1,00E+06
NSMC/PECC (-) 5,00E+04 5,00E+04 5,00E+04
(-) Adimensional.
Na Tabela 4.7 são apresentados os resultados do algoritmo, como: a função base do PECAdap,
NpcC , r e R2 para cada analisado, da adaptabilidade no cálculo dos coeficientes do PEC para o
exemplo 3. O PECAdap pode ser representado por NpcAdap = 12, 18 e 18 para os pOB =1, 2 e
3, além disso, para os pOB =2 e 3 apresenta um NpcAdap =18, r=0,32 e R2 =1,00, conforme é
apresentado nas colunas 6, 7, 8, 10, 11 e 12 da Tabela 4.7. Nos 3 pOB analisados apresentam
produtos cruzados (para p=2 e 3 ), indicando a importância destes graus na determinação do
PECAdap, junto com as variáveis ξ1, ξ4, ξ5. Para o pOB = 1 proposto utiliza-se só 0,21 do NpcC ,
tendo um coeficiente de determinação que atinge 1,00, referido na coluna 4 da Tabela 4.7, em que
os componentes principais das VA normal padrão ξ2 e ξ1 de p=2, e a VA padrão ξ1 de p=3 tem
participação no PECAdap. Na Figura 4.8 são apresentados os NPECC para o p=2 e os NPECAdap
para cada pOB analisados no exemplo 3.
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Tabela 4.7: Resultados da adaptabilidade no cálculo dos coeficientes do PEC do exemplo 3.
pmax = 3; pOB = 1 pmax = 3; pOB = 2 pmax = 3; pOB = 3














































































Na análise dos NPECC e NPECAdap que têm menor número de coeficientes e maior R2, corresponde
ao caso que leva em consideração pmax =3 e o pOB =1, e representa 0,21 dos NPECC , para
um polinômio com n=5 e p=3, apresentados na Tabela 4.7 e na Figura 4.8. Na Figura 4.9, é
apresentado a contribuição dos componentes principais das VA para os casos analisados, levando

















Figura 4.8: Número de coeficientes na adaptabilidade no cálculo dos coeficientes do PECC e
PECAdap do exemplo 3.
Os componentes principais das VA normais padrão ξ3, ξ4 e ξ5 não participam na construção do
PECAdap para pmax = 3 e 1 6 pOB 6 3, conforme é apresentado nas Figuras 4.9c. No PECC
os componentes principais das variáveis ξ3, ξ4 e ξ5 tem participação porém baixa (do ordem de
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Figura 4.9: Comparação dos componentes principais para pmax = 3 com pOB = 1, 2 e 3 do
PECAdap e PECC do exemplo 3 ; variáveis (a) ξ1, (b) ξ2 e (c) ξ3, ξ4 e ξ5.
A fY (y) da função de estado limite definida na Equação (4.3) foi determinada usando SMC, em que
NSMC = 1E+06, enquanto que fY (y) estimada usando PECC , fYˆC (yˆC), foi estabelecida usando
NSMC/PECC = 5E+04. Para o pmax = 3 e pOB = 1, o NSMC/PECAdap = 5E+04 para determinar a
fY (y) estimada usando PECAdap, fYˆAdap (yˆAdap). As fY (y) que melhor definem o comportamento
dos resultados, usando PECC , PECAdap e a saída (representada por SMC) correspondem à fY (y)
normal. Na Figura 4.2, é apresentada a fYˆC (yˆC) como o PECc, a fYˆAdap (yˆAdap) é representa pelo
PECAdap, e a fY (y) é SMC. As FY (y) e fY (y) apresentadas na Figura 4.10 são coincidentes,
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Figura 4.10: Comparação das a) fY (y) e b) FY (y) da SMC, PECC e PECAdap do exemplo 3.
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Os valores dos erros MSE, NRMSE e NMSE encontrados entre as fY (y) são apresentados na Figura
4.2. Uma análise dos erro das fYˆC (yˆC) e a fYˆAdap (yˆAdap) com respeito à fY (y) da saída, indica
que há uma semelhança nas fY (y), as quais seguem uma fY (y) normal, levando em consideração
o estimador de máxima verosimilhança. O valor dos erros MSE, NRMSE e NMSE entre a fY (y)
e a fYˆC (yˆC) e a fYˆAdap (yˆAdap) tendem a 0 para MSE e 1 para NRMSE e NMSE, indicando que
as fY (y) são similares com respeito aos obtidos usando SMC sobre a função, mas com um espaço
amostral menor.
Exemplo 4
y = e(0,2x1+1,4) − x2 x1, x2 ∼ N (0, 1) (4.4)
O exemplo 4 é uma função de n=2 VA, as quais seguem uma fX(x) normal padrão; com p não
definido dado que a função "e"é uma função exponencial, para o qual será suposto um p = 2 (caso
I) e p = 3 (caso II) para o PECC e o PECAdap com pmax = 2 e 3, respectivamente.
A função de estado limite, definida pela Equação (4.4), foi avaliado o índice de confiabilidade (β)
no trabalho publicado por Kroetz et al. (2017). Neste trabalho foram construídos, metamodelos
usando redes neuronais artificiais, em inglês Artificial Neural Networks (ANN), PEC e Kriging
para encontrar o β. Para estabelecer o índice de confiabilidade de referencia (βRef ) na Equação
(4.4) foi utilizando SMC com NSMC = 1E + 06. Os resultados do β obtido do metamodelos
de ANN, PEC e Kriging, assim como o número de pontos amostrais utilizados por Kroetz et
al. (2017), são apresentados na Tabela 4.8, junto com os resultados obtidos nesta tese (PECC e
PECAdap).
Tabela 4.8: Comparação dos resultados obtidos utilizando diferentes metamodelos, no cálculo do
β e o número de pontos amostrais do exemplo 4.
Kroetz et al. (2017) Tese
PECC PECAdap
p = 2 (-)
ANN = 3, 29(6)
3,29(6)PEC = 3, 29(6) 3,43(5)
Kriging = 3, 29(6)
p = 3 (-) 3,34(10) 3,36(8)
p = 4 (-)
ANN = 3, 35(15)
PEC = 3, 36(15) 3,36(15) 3,36 (6)
Kriging = 3, 36(15)
βRef 3,36
(-) Adimensional.
Os resultados da comparação, entre os diferentes metamodelos usados no exemplo 4, indicaram que
o PECAdap converge mais rápido que PECC , ANN e Kriging para estimar o β neste exemplo.
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No PECAdap usou para pmax = 2, pOB = 2, NpcAdap = 5 e um polinômio de NPECAdap = 5, menor
que os outros metamodelos que usaram 6 pontos amostrais. Para pmax = 3 o melhor resultado
obtido foi com pOB = 2, NpcAdap = 8 e um polinômio de NPECAdap = 8 e alcançou o β = 3, 36,
enquanto que para pmax = 4 com um pOB = 1, NpcAdap = 6 e um polinômio de NPECAdap = 6 e o
β = 3, 36. Na análise do β foram realizadas NSMC/PECC = NSMC/PECAdap = 1E + 06, usados no
exemplo 4, igual ao trabalho de Kroetz et al. (2017).
4.3 Aplicação do PECAdap na deflexão da ponte Koror-Babeldaob
com envelhecimento do concreto
A técnica do PEC foi aplicada na análise de deflexões na ponte Koror-Babeldaob (KB) que
comunica as ilhas de Koror e Babeldaob na República de Palau, apresentada na Figura 4.11. Esta
ponte entrou em colapso 19 anos depois de ter sido construída devido a deformações excessivas,
tendo sido objeto de pesquisas e trabalhos publicados (Burgoyne e Scantlebury, 2006; Bažant et
al., 2010; Bažant et al., 2012a; Bažant et al., 2012b). O comprimento dos vãos, as condições de
apoio, a geometria e as propriedades do material, levadas em consideração neste trabalho, são as
dadas por Bažant et al. (2012a) e Bažant et al. (2012b).
Figura 4.11: Ponte Koror-Babeldaob (Bažant et al., 2010).
O modelo numérico, necessário para definir a deflexão dependente do tempo, δ(t), para o PEC,
encontrado na modelagem de elementos finitos definido por Araújo et al. (2017). Na Figura 4.12
é apresentado o modelo de EF, o qual usaram um elemento tridimensional tetraédrico quadrático
com 10 nós (C2D10 ), gerando automaticamente a malha no Abaqus. A verificação da malha de
EF foi realizada para diferentes quantidades de elementos e a partir desses teste feitos optou-se por
utilizar uma malha de 12.416 elementos, aproveitando a simetria da ponte Araújo et al. (2017).
84
(a) (b)
Figura 4.12: Modelo da metade da ponte KB, a) Modelo de elementos finitos (Araújo et al., 2017)
e b) detalhe do meio do vão em que as deflexões serão simuladas.
Análise das deflexões
Na análise da δ(t) no meio do vão central da ponte KB, foram levados em consideração 9 VA,
com os vetores da µ e σ necessários para determinar o PEC tendo em conta o processo de
envelhecimento do concreto, na qual as VA, µ e σ são apresentadas na Tabela 4.9.
Tabela 4.9: Variáveis aleatórias levadas em consideração no modelo numérico.
E∞ E1 E2 ρ1 ρ2 β1 β2 ω1 ω2
(MPa) (MPa) (MPa) (-) (-) (-) (-) (-) (-)
µ 26,50E+06 9,69E+06 19,60E+06 1,85 126,80 3.211 3.789 16,55 1.147
V (%) 20,00 18,00 21,10 39,30 16,30 20,00 18,00 18,60 20,70
(-) Adimensional
As estatísticas das VA utilizadas no algoritmo do PEC usadas na previsão da δ(t), em que as VA
foram definidas na seção 2.3.1 e levam em consideração o material como variável aleatória. Na
análise dos resultados da modelagem em EF da δ(t) estimada (δˆ(t)) foram necessários definir a
ordem do polinômio, o NpcC , e o número de simulações em EF (SEF) necessárias para determinar
a δˆ(t), e estes são apresentados na Tabela 4.10.
Tabela 4.10: Número de pontos de colocação e NPECC junto com NSMC e NSMC/PECC , utilizados
na análise da ponte KB, para t′ = 7 d e te =7 d, 28 d e 1.000 d.
te (d)
7 28 1.000
p (-) 2 2 2
NPECC (-) 55 55 55
NPECAdap (-) 21 21 25
NpcC (-) 110 110 110
NpcAdap (-) 21 21 25
NSEF (-) 110 110 110
NSMC/PECC (-) 5,0E+04 5,0E+04 5,0E+04
(-) Adimensional.
Na Tabela 4.10 são definidos o p, NpcC , NPECC , NSEF e NSMC/PECC iguais para os te =7 d, 28
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d e 1.000 d. A dimensão do problema é n =9, e é levado em consideração o p =2 (assumido)
como o p do polinômio, para o qual corresponde a um NpcC =55, conforme a Equação 2.8, mas
para obter uma melhor regressão serão gerado 2N . O espaço amostral terá NpcC =110 gerados
utilizando a sequência de Sobol, os quais são o input do modelo de EF e cuja saída são os δˆ(t),
e correspondem a NSEF =110, além disso o NPECC =55 e o NSMC/PECC =5,0E+04, como é
indicado na Tabela 4.10.
Na Tabela 4.11 são dados os resultados das regressões para os diferentes te, e é levado em conside-
ração o pmax =2. Aplicando o algoritmo do PECAdap, o melhor PECAdap encontrado para te =7
d foi aquele que usou pOB =2, segundo o R2 maior encontrado. Entretanto o pOB =1 para te =27
d e 1.000 d foi aquele que apresentou melhores resultados, e estes são apresentados na Tabela
4.11. O NpcAdap é significativamente menor ao utilizado para o NpcC , pois só utiliza uma fração
de 0,19 do NpcC para te =7 e 28 d. Entretanto para te =1.000 d precisa-se de uma fração de
0,23 do NpcC . O NPECAdap =21 para te =7 d e 28 d, no entanto, para te =1.000 d é necessário
NPECAdap =25, em comparação com o NPECC =55.
Tabela 4.11: Resultados da adaptabilidade no cálculo dos coeficientes do PECAdap para a análise
das δˆ(t) da ponte KB com diferentes te (d).
te = 7 te = 28 te = 1.000
pmax = 2; pOB = 2 pmax = 2; pOB = 1 pmax = 2; pOB = 1






























































Na Figura 4.13 são apresentados os NPECC para p =2 e os NPECAdap com pmax =2 e 1 ≤ pOB ≤ 2,
















t =7 de t =28 de t =1.000 de
Figura 4.13: Número de coeficientes na adaptabilidade do cálculo dos coeficientes do PECC e
PECAdap com pmax = 2 para a ponte KB.
Na análise dos NPECC e NPECAdap que tem menor número de coeficientes e maior R2, são apre-
sentados na Figura 4.13 e na Tabela 4.11, para pmax =2 e o pOB =1 para te =7 d e pOB=2 para
te =28 d e 1.000 d. Como um exemplo, é apresentado na Figura 4.14 uma análise dos compo-
nentes principais do PECAdap e do PECc encontrado para as δˆ(t) para t′ =7 d e te = 7 d. Os
componentes principais para p = 1 do PECC e PECAdap, nas VA normal padrão estão presentes
em 8 das 9 VA, com exceção da variável ξ5, pois a participação no PECC tende a zero. Os com-
ponentes principais do PECC para p = 2 tende a zero com exceção da variável ξ9, entretanto, os
componentes principais do PECAdap da variável ξ6 tende a zero. A participação dos componentes
principais para os p =1 e 2 no PECAdap é maior que a participação dos componentes principais





























Figura 4.14: Comparação dos componentes principais das VA ξ1 até ξ9 do PECAdap e PECC das
δˆ(t) da ponte KB para te e t′ de 7 d.
Nas Figuras 4.15a-c são ilustradas as fX (x) das δˆ(t) calculas usando SEF, definidas como fδˆ(t)(δˆ(t)),
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e identificadas por SEF. A fδˆ(t)C (δˆ(t)C) é identificada como PECC junto com a fδˆ(t)Adap(δˆ(t)Adap)
que corresponde a PECAdap, apresentadas nas Figuras 4.15a-c. Com o intuito de avaliar a preci-
são das fX (x) das respostas com respeito à obtida utilizando SEF, são encontrados os erros das
fδˆ(t)C (δˆ(t)C) e fδˆ(t)Adap(δˆ(t)Adap) com respeito à fδˆ(t)(δˆ(t)). Na Figura 4.15a, para te =7 d as
predições do PECC são similares às obtidas da SEF, entretanto para PECAdap é similar à usada
na usada na SEF nas caudas, e apresenta mesmo valor da µ só que com menor densidade, mas com
um NpcAdap =21 em vez dos NpcC =110. Para te =28 d as predições para o PECC são similares
às obtidas usando SEF, entretanto para PECAdap as predições são representativas das esperadas,
com uma pequena diferença na densidade máxima, para NpcAdap =21 em vez dos NpcC =110, e é
apresentada na Figura 4.15(b). Para te =1.000 d as predições do PECC não são adequadas com
respeito da SEF, entretanto para PECAdap as predições são similares às obtidas por SEF, com































































Figura 4.15: Histograma e fX(x) das deflexões no centro do vão central da ponte KB para SEF,
PECC e PECAdap para t′ =7 d e diferentes te, (a) 7 d, (b) 28 d e (c) 1.000 d.
Uma análise dos erros a partir de uma comparação das fX(x) foi realizada, e estão apresentadas
nas Figuras 4.15a-c. Uma análise do erro das fX(x) para te =7 d indica que, o PECC tem um
ajuste com um erro mínimo, enquanto que o PECAdap tem um ajuste adequado, veja a Figura
4.15a. Para te =28 d as fX (x) do PECC e PECAdap apresentam um erro mínimo do ordem de
1E-04 no MSE, apresentado na Figura 4.15b. Para te =1.000 d a fX (x) do PECAdap apresentam
um ajuste com erro mínimo do ordem de 1E-03 no MSE, enquanto que a fX (x) do PECC não
apresenta um ajuste adequado, Figura 4.15c. Isto pode ser, porque o p = 2 não é o p que melhor
define seu comportamento e é possível que para p = 3 os resultados seriam mais precisos.
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Na Tabela 4.12 são apresentados os resultados das estatísticas das fX(x) para a simulação em
EF, PECC e PECAdap, como as fX(x) que melhor definem o comportamento das δˆ(t) para os
diferentes te, junto com os 2 primeiros momentos estatísticos, a variança (σ2) e V, para os te
definidas. O erro relativo da µ da δˆ(t) calculada usando PECAdap (δˆ(t)Adap) varia de 1,67E-02
até 6,90E-03 para te =7 d e 28 d com respeito à µ da δˆ(t) usando SEF, respectivamente, enquanto
que o erro relativo a µ da δˆ(t) encontrada usando PECC (δˆ(t)C), é de 0 até 1,67E-02 para te =7
d e 28 d, respectivamente. Para te =1.000 d, a µ das δˆ(t)Adap apresenta um erro relativo com
respeito à SEF de 3,02E-02, enquanto que o erro relativo da µ da δˆ(t)c é de 5,03E-02, exibindo
melhores resultados o PECAdap, na previsão da µ e o σ das δˆ(t).
Com o alvo de estabelecer se os dados vêm da mesma população com a mesma distribuição foram
feitos testes de aderência da fδˆ(t)C (δˆ(t)C) e fδˆ(t)Adap(δˆ(t)Adap) comparadas com a fδˆ(t)(δˆ(t)) gerada
pelos resultados obtidos por SEF. No teste, usando por exemplo PECC , é definido a hipótese nula,
H0, como: dados de entrada (δˆ(t)C e δˆ(t)) vêm da mesma população com a mesma distribuição, e
a hipótese alternativa, H1, os dados de entrada (δˆ(t)C e δˆ(t)) não vêm da mesma população com
a mesma distribuição. O teste aceita H0 se a estatística p>nível de significância (α = 0, 05), α, e
é representado com o valor 0, porém, 1 é aceitado H1. O teste de aderência é implementado no
Matlab com o teste de Kolmogorov-Smirnov de 1 amostra, em inglês, One-sample Kolmogorov-
Smirnov test (KSTAT), e os resultados do teste são apresentados na Tabela 4.13.
Tabela 4.12: Resultados da estatística das δˆ(t) na ponte KB levando em consideração o envelhe-
cimento do concreto para diferentes te, usando simulação em EF, SMC em PECC e PECAdap.
te (d) Estatística SEF PECC PECAdap
7
fX(x) LN LN LN
µ 1,181 1,18 1,20
σ2 0,061 0,06 0,14
σ 0,251 0,25 0,37
V 221 21 30
28
fX(x) LN LN LN
µ 1,451 1,46 1,44
σ2 0,111 0,12 0,08
σ 0,331 0,34 0,28
V 231 23 20
1.000
fX(x) LN LN LN
µ 1,991 2,09 1,93
σ2 0,331 0,98 0,34
σ 0,571 0,99 0,58
V 311 47 30
1 Amostral ; µ e σ (m); σ2 (m2); V (%).
Com exceção da fδˆ(t)C (δˆ(t)C) para t
′ =7 d e te =1.000 d, todas as fδˆ(t)(δˆ(t) para PECC , PECAdap
e SEF vêm da mesma população com a mesma distribuição com valores altos para a estatística
p-valor, e é apresentado na Tabela 4.13. A estatística KSTAT mede a diferença entre as função
cumulativa de distribuição da δˆ(t), Fδˆ(t)(δˆ(t)), e a função cumulativa de distribuição da δˆ(t)C ,
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Fδˆ(t)C (δ(t)C) ou δˆ(t)Adap, Fδˆ(t)Adap(δ(t)Adap), na qual os resultados das diferenças tendem a 0,
para o qual pode-se afirmar que o PECAdap é uma adequada alternativa para estimar as δ(t), com
um esforço computacional menor que usando simulação em EF ou PECC .
Tabela 4.13: Teste de aderência das fX(x) da SEF, PECC e PECAdap das δˆ(t) na ponte KB
levando em consideração o envelhecimento do concreto para diferentes t = (te, t′).
(te, t′) (d) fX(x) H0 p-valor KSTAT
(7,7)
PECC 0 0,98 1,00E-02
PECAdap 0 0,37 6,97E-02
(28,7)
PECC 0 0,84 2,91E-02
PECAdap 0 0,49 5,83E-02
(1.000,7)
PECC 1 0,04 12,44E-02
PECAdap 0 0,42 6,47E-02
O PECAdap será utilizado no capítulo 6, na determinação da quantificação da incerteza do Pmax
e a GF em materiais quase-frágeis em DCT e vigas de concreto para diferentes w˙.
4.4 Contribuições
Neste capítulo é apresentado a contribuição do autor no campo da propagação da incerteza, com
o problema da dimensão e aumento do grau, pois aumenta o número de pontos de colocação e de
coeficientes do modelo, acrescentando o custo computacional. Para salvar esta dificuldade uma
nova forma de truncar a representação do PEC é dada, favorecendo os componentes principais
junto com os alguns produtos entre os componentes principais que melhoram a regressão dos
dados. Isto é feito utilizando um algoritmo iterativo que define o grau dos componentes principais
sem misturas e avalia a contribuição dos termos restantes do polinômio na regressão, levando em
conta só os coeficientes que melhoram a regressão. Este é um algoritmo iterativo que fixa o grau
dos componentes principais a ser levados em consideração e que nenhum outro algoritmo menciona
na literatura.
Neste capítulo foram alcançadas contribuições na estimação da deflexão de elementos estruturais
levando em conta a propagação da incerteza nos parâmetros do material, em modelos viscoelásti-
cos. Uma segunda contribuição foi a de estabelecer uma relação matemática entre os parâmetros
que definem o processo de envelhecimento do concreto, em modelos viscoelásticos, com o intuito
de determinar a quantificação da incerteza da deflexão em elementos estruturais. Embora o autor
tenha publicado um trabalho sobre polinômio de expansão de caos em viscoelasticidade, aplicando
o modelo de Boltzmann em vigas de concreto, a literatura não reporta estes polinômios na quan-





para materiais quase-frágeis em
ensaios de fratura em modo I
A literatura na mecânica da fratura reporta os trabalhos de Amirkhanian et al. (2011) que usaram
teste de tensão em forma de disco compacto, em inglês, disk-shaped compact tension test (DCT)
em material cimentício. Amirkhanian et al. (2011) fizeram uma comparação dos resultados ex-
perimentais e a SEF para taxas de carregamento quase-estática. Este trabalho determinou o
carregamento máximo e a energia total à fratura para ensaios de fratura em modo I. Mais tarde,
Amirkhanian et al. (2015) realizaram um trabalho comparando os resultados da simulação numé-
rica e o método de análises inverso em disco compacto com uma taxa de deslocamento menor à
usada em Amirkhanian et al. (2011). No campo da mecânica da fratura nenhum trabalho é rela-
tado sobre a influência da taxa de deslocamento nas propriedades à fratura do material cimentício
feitas em testes com disco compacto. Além disso, o estado da arte não reporta a utilização dos
PEC para estimar os parâmetros mencionados acima no ensaio de fratura em modo I em DCT ou
em vigas com entalhe de ponta única em flexão de 3 pontos, em inglês, single-edge-notched beams
in three-point bending (SEN-TPB), e é por isto, que nesta tese serão desenvolvidos.
Os parâmetros de Gf , GF e Pmax podem ser determinados experimentalmente utilizando o ensaio
de SEN-TPB, mas não é possível extrair uma viga de uma estrutura existente para realizar o ensaio.
Wagnoner et al. (2005a), e Wagoner et al. (2005b) propuseram o ensaio de fratura em modo I em
DCT para concreto asfáltico. Posteriormente, outros testes foram feitos em concreto com agregado
graúdo de calcário e com agregado reciclado de concreto (Amirkhanian et al., 2011; Amirkhanian
et al., 2015). Nos últimos anos foram propostas modificações na geometria do DCT (Fernández-
Canteli et al., 2014; Cifuentes et al., 2017; Seitl et al., 2017), mas devido ao comportamento
assintótico da curva P-CMOD, ela deve ser corrigida na teoria, para avaliar os parâmetros Gf e
GF . É por isso, e pela possibilidade de extrair corpos de prova de uma estrutura existente que o
presente trabalho usa o DCT convencional e não vigas para determinar as propriedades da fratura
do material.
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Este Capítulo está dividido em duas seções, inicialmente a parte experimental, na qual são apre-
sentados os resultados do ensaio de fratura em modo I usando o teste de tensão em DCT e
complementares. Outros resultados apresentados são os valores determinísticos de cf , Gf , GF e
Ω usando o modelo de EEB (Bažant e Kazemi, 1992; Bažant e Planas, 1998). Por último, as
propriedades da mecânica da fratura do material foram determinadas para 3 w˙ assim como uma
análise estatística dos resultados obtidos. O fluxograma para ilustrar o desenvolvimento do Capí-
tulo e os passos utilizados na parte experimental do ensaio de fratura em modo I é apresentado
na Figura 5.1. A segunda seção foram realizadas simulações em EF não linear do DCT para a
validação do modelo, respeito a resultados obtidos por Amirkhanian et al. (2011) e Amirkhanian
et al. (2015), assim como, uma verificação dos resultados experimentais do Pmax e a GF com
respeito aos obtidos por EF.
5.1 Experimentação
O programa experimental foi desenvolvido nos laboratórios de ensaio de materiais (LEM) da
Engenharia Civil e no laboratório de ensaios dos materiais da Engenharia Mecânica, ambos da
Universidade de Brasília (UnB). Um fluxograma do desenvolvimento da parte experimental é
apresentado na Figura 5.1 para estabelecer a curva de comportamento P-CMOD (conforme seção
2.5.2) do DCT com entalhe e deslocamento controlado, com o alvo de determinar cf , Gf e GF
de materiais cimentícios. Inicialmente são construídos 3 diferentes tamanhos de corpos de prova
junto com cilindros de prova e testes de fratura em modo I foram realizados para 3 diferentes w˙
(w˙, conforme foi definido na seção 2.5.3). As propriedades da mecânica da fratura cf , Gf , Ω e GF
































Figura 5.1: Fluxograma para determinar as propriedades da mecânica da fratura em materiais
cimentícios.
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5.1.1 Projeto das fôrmas para os corpos de prova
Uma representação da forma de um DCT, segundo Tada et al. (2000), é apresentada na Figura
5.2 para dimensionar os diferentes diâmetros (φ), que foram usados nesta pesquisa as dimensões
das fôrmas são indicadas na Tabela 5.1. As 3 dimensões dos DCT adotadas, são necessárias para
analisar o EEB e estabelecer as propriedades do material cimentício à fratura sendo preciso pelo
















Figura 5.2: Representação esquemática do DCT. Adaptado de (Tada et al., 2000).
Na Tabela 5.1 são apresentadas as dimensões geométricas do DCT utilizadas nesta pesquisa.
Tabela 5.1: Dimensões dos DCT usados.
3 2 1
φ (mm) 152,40 101,60 76,20
W (mm) 112,90 75,30 56,40
a0 (mm) 47,72 31,20 22,80
Os desenhos das fôrmas dos CP foram realizados no SkechUp pro 2016 e algumas imagens das
peças podem ser vistas na Figura 5.3. As 3 fôrmas (para CP de φ 76,20 mm; 101,60 mm e 152,40
mm) foram projetados em aço para ter melhor acabamento e uma desmoldagem fácil.
Na Figura 5.3(a) mostra a vista em planta da base com suas dimensões estão em mm. Na Figura
5.3(b) é apresentada uma vista de perspectiva do conjunto da forma de φ =152,40 mm e na Figura
5.3(c) é ilustrada a vista de perspectiva da base. A Figura 5.3(d) representa a vista lateral da
base e na Figura 5.3(e) corresponde aos cilindros internos. Por último, a Figura 5.3(f) mostra a
vista lateral cilindro externo. A forma consta de 4 partes: a base construída em aço SAE 1020
(Sociedade de engenheiros automóvel, em inglês, Society of Automotive Engineers). Dois cilindros
internos construído com aço SAE 1020, o cilindro lateral construído com aço SAE 1518 e a lâmina
calibre 16, que vai gerar o entalhe do CP.
Na base foi desenhada uma vala de 5 mm de modo que permita ajustar e desmoldar com facilidade
o CP e obter uma fôrma do projeto, como mostram as Figuras 5.3(a), 5.3(c) e 5.3(d), desenhada




















































Figura 5.3: Projeto da forma do CP de W =112,90 mm a) vista em planta, b) conjunto completo
da forma, c) vista de perspectiva da base, d) vista lateral da base, e) cilindros internos para
construção dos furos, f) vista lateral cilindro externo e entalhe em lâmina calibre 16. Unidades
em mm.
superfícies perpendiculares em relação à base e assegurando que a força aplicada nos CP seja
perpendicular ao entalhe. As fôrmas são ajustadas por meio de dois parafusos internos, localizados
na parte reta do cilindro lateral da fôrma, que vão fazer com que elas se encaixem na vala presente
na base. As partes metálicas foram construídas com um banho de zinco, que garante maior
durabilidade e melhora o acabamento das partes da forma.
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5.1.2 Construção dos CP
Os corpos de prova foram construídos e armazenados no LEM da Engenharia Civil da UnB. Para a
construção dos CP foi preciso colocar óleo, ou desmoldante, na lâmina interna e nos dois cilindros,
antes de envolver com um plástico fino e, novamente, colocou-se óleo, ou desmoldante. Além
disso, também utilizou-se óleo, ou desmoldante, nas paredes internas e na base, como mostra a
Figura 5.4(a), com o intuito de facilitar a desmoldagem dos CP e evitar a geração de pré-esforços
no momento da remoção. As fôrmas apresentadas na Figura 5.4(a) correspondem de esquerda à
direita, W1 =56,40 mm; W2 =75,30 mm e W3 =112,90 mm.
(a)
(b)
Figura 5.4: Fôrmas e concretagem dos CP (a) fôrmas com desmoldante e plástico, (b) moldagem
dos CP com W3,W2 e W1.
O material cimentício usado nos ensaios de fratura e a dosagem utilizada nas misturas são indicados
na Tabela 5.2 com dosagem fornecida por Manzano et al. (2015). O microconcreto é uma mistura
de materiais elaborado com agregados graúdos de pequena dimensão (até 9,5 mm). A dosagem
usa cimento Portland V de alta resistência inicial, relação água cimento (a/c) de 0,30 e aditivo
superplastificante para concreto, tipo Tec Flow. A mistura foi colocada em 2 camadas compactada
25 vezes com um cilindro liso de φ =12,30 mm, por camada.
Tabela 5.2: Composição do microconcreto de referência.
Descrição kg/m3
Cimento CP V ARI 700,00
Areia lavada de rio 1.339,80
Sílica ativa (10% em relação à massa do cimento) 70,00
Água (a/c = 0,30 ) 210,00
Aditivo (2,6 % de cimento. Tec-Flow) 18,20
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Em cada mistura foram gerados 3 CP (1 de cada φ) e 1 cilindro de 50 mm x 100 mm (diâmetro
x altura) para testar a fc ou ft, vide Figura 5.5. Os CP e o cilindro de teste são cobertos com
plástico, para evitar a perda de umidade e desmoldados 3 d depois, com o intuito de ter CP mais
resistentes para a desmoldagem, e armazenados na câmara úmida por 56 d, ficando prontos para
o ensaio aos 60 d.
W = 112,90 mm CILINDRO
DE PROVA
W = 75,30 mm W = 56,40 mm
Figura 5.5: Corpos de prova moldados e cilindro de prova.
Antes de levar os CP para ensaiar à fratura, no laboratório de ensaios dos materiais da Engenharia
Mecânica, foi preciso colar uma chapa metálica com chanfro em cada lado da abertura do CP, que
serviu para fixar o clip gages, como é apresentado na Figura 5.6. Para colar as 2 chapas metálicas
foi usado um separador padrão, de modo a garantir uma distância padrão de 5 mm, e as chapas
estavam chanfradas por um lado, para melhorar a fixação de clip gages.
Chapa
Metâlica
Figura 5.6: Detalhe do CP com chapa metálica para fixação.
A continuação é apresentada uma breve descrição do procedimento de ensaio de fratura em modo
I para DCT com diferentes w˙, assim como, a quantidade de ensaios realizados para cada W .
5.1.3 Procedimento de ensaio à fratura
Após fazer a proteção da máquina de ensaio universal MTS 810, contra o material que pode cair
do DCT, se realiza a montagem dos CP, veja a Figura 5.7(a). A máquina usada no ensaio à
fratura foi uma MTS 810 servo-hidráulica com capacidade de 100 kN, localizada no laboratório
de ensaios dos materiais da Engenharia Mecânica da UnB. A MTS 810 está equipada com um
controlador de dados e software profissional Station Manager para controlar, configurar e arma-
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zenar os resultados do ensaio. Feita a proteção, foi colocado o dispositivo de aplicação de força
(desenhado para o ensaio de fratura em modo I em DCT), o CP e o clip gages, conforme a Figura
5.7(b). Posteriormente, executar-se o ensaio de fratura em modo I por deslocamento controlado.











Figura 5.7: Configuração de teste com o CP, a) proteção máquina universal de ensaios MTS 810
e b) detalhe clip gages e CP.
Foram realizados ensaios de calibração para estimar o valor do deslocamento esperado máximo,
para os ensaios de fratura com W1,W2 e W3, assim como, a sensibilidade da MTS 810 para
os diferentes w˙. Definidos estes parâmetros, foi estimado o tempo para cada ensaio e com ele
a taxa de aquisição de dados para ter 1.000 dados por ensaio. O ensaio realizado foi do tipo
deslocamento controlado para ter armazenados os valores de força aplicada (P ) em função do
CMOD, capturando a parte descendente da curva P −CMOD, chamada na literatura como pós
pico, em inglês, post peak.
As w˙ utilizadas nesta pesquisa foram w˙1 =0,06 mm/min; w˙2 =0,10 mm/min e w˙3 =0,60 mm/min
para os 3 tamanhos de DCT usados, conforme a Tabela 5.1. A w˙1 (0,60 mm/min 1,00E-03 mm/s)
corresponde à w˙ utilizada no trabalho de Amirkhanian et al. (2015), referência em análise quase-
estática, e referenciado também no trabalho desenvolvido por Rosa et al. (2012). Enquanto a w˙2
refere-se à transição entre os níveis de taxas quase estática e dinâmicas usada por Amirkhanian
et al. (2011). A w˙3 (0,60 mm/min 1,00E-02 mm/s) corresponde ao nível onde começam as w˙
dinâmico (Rosa et al., 2012). Os níveis de w˙, considerados na análise quase estática e dinâmica
em DCT, são os mesmos utilizados no ensaio de flexão em 3 pontos em vigas de concreto, (Bažant
et al., 1992; Li e Li, 2012; Piseth et al., 2015), e foram usadas na modelagem de vigas de 250
mm de altura. As dimensões, w˙ e quantidade de CP usados no ensaio de fratura são apresentadas
na Tabela 5.3, em que W é o comprimento não fissurado, B é a espessura e a0 corresponde o
comprimento entalhado. Um total de 27 CP foram realizados e distribuídos em 9 ensaios com
w˙1, 10 com w˙2 e 8 com w˙3.
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Tabela 5.3: Dimensões e w˙ usadas no ensaio de fratura em DCT.
w˙ φ W B a0 α0
(mm/min) (mm) (mm) (mm) (mm) (-)
0,60
152,40
112,89 54,54 48,07 0,43
112,92 53,86 47,99 0,42
112,94 55,01 48,01 0,43
101,60 75,27 55,63 32,07 0,4375,25 53,87 32,08 0,43
76,20
56,42 53,83 24,31 0,43
56,41 57,75 24,27 0,43
56,45 55,10 24,28 0,43
56,44 55,10 24,33 0,43
0,10
152,40
112,88 55,10 48,03 0,43
112,92 56,20 48,10 0,43
112,90 56,46 47,98 0,42
101,60
75,25 55,10 32,13 0,43
75,30 55,23 32,12 0,43
75,24 57,22 32,07 0,43
75,27 55,45 32,10 0,43
76,20
56,41 55,71 24,33 0,43
56,44 56,27 24,31 0,43
56,46 56,21 24,28 0,43
0,06
152,40 112,88 56,52 48,04 0,43112,89 57,49 47,99 0,43
101,60
75,25 55,90 32,13 0,43
75,27 57,55 32,07 0,43
75,27 56,24 32,10 0,43
76,20
56,43 56,22 24,28 0,43
56,46 56,84 24,34 0,43
56,43 56,44 24,30 0,43
α0 = a0/W ; (-), Adimensional.
5.1.4 Ensaio complementares
Foram realizados 9 ensaios de fc em cilindros de prova de 50 mm x 100 mm, com uma taxa
de carregamento de 0,5 MPa/s (0,10 t/s) na máquina de ensaios Dinateste, mostrada na Figura
5.8(a), com precisão de ± 10 kg e capacidade de 100 t e célula de carga com indicador digital. Além
disso, foram realizados 8 ensaios para determinar a ft, utilizando a prensa de compressão Denison
com capacidade de 200 t, apresentada na Figura 5.8(b). Todos os ensaios foram realizados no
laboratório de ensaio de materiais da Engenharia civil da UnB.
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(a) (b)
Figura 5.8: Máquina de ensaios para determinar fc e ft em CP cilíndrico, a) prensa Dinateste e
b) prensa Denison.
As normas utilizadas e a µ, σ e V da fc e ft obtidos são apresentados na Tabela 5.4, em que
os resultados obtidos se aproximam aos observados para esta mistura e relação de água/cimento
(0,30 ) dados por Manzano et al. (2015).
Tabela 5.4: Resultados das estatísticas dos ensaios complementares para microconcreto.
Resistência µ σ V Norma(MPa) (MPa) (%)
fc 61,80 7,18 12 ASTM C496-94
ft 5,98 0,39 7 ASTM C496-96
(-) Adimensional.
5.1.5 Resultados do ensaio da mecânica da fratura em DCT para diferentes W
e w˙
Experimentalmente, foi determinado a curva de comportamento da P em função do CMOD e
representado na curva P-CMOD para DCT comW3,W2,W1 e w˙3, w˙2 e w˙1, conforme é apresentado
na Figura 5.9, 5.10 e 5.11 respectivamente. As variáveis de saída que foram analisadas são: o Pma´x
e a GF , que podem ser extraídas direta e indiretamente das Figuras 5.9, 5.10 e 5.11. A curva
P-CMOD para o DCT com W3 e w˙3 é apresentada na Figura 5.9(a), enquanto que para W3 e w˙2
é mostrada na Figura 5.9(b) e, por último, a curva P-CMOD do DCT com W3 e w˙1 é ilustrada
na Figura 5.9(c). Da análise dos resultados para W3 com diferentes w˙, encontrou-se que o Pmax
aumenta, assim que a w˙ aumenta, comportamento esperado (Bažant et al., 1992; Ožbolt et al.,
2006; Rosa et al., 2012; Li e Li, 2012; Piseth et al., 2015). Porém, o tramo descendente da curva
P-CMOD do DCT com W3 para w˙3 apresenta maior dispersão entre os CP testados e entre as w˙,
























































Figura 5.9: Curvas experimentais P-CMOD de W3 e diferentes w˙, a) w˙3; b) w˙2 e c) w˙1.
Uma análise foi realizado para o DCT de W2 com 3 diferentes w˙, com o intuito de estabelecer a


























































Figura 5.10: Curvas experimentais P-CMOD de W2 e diferentes w˙, a) w˙3; b) w˙2 e c) w˙1.
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Um resultado similar é encontrado na análise das curvas P-CMOD submetido a ensaio de fratura
em modo I com W2 e 3 diferentes w˙, em que o P aumenta inicialmente linearmente até que a
tensão aplicada atingir a ft máxima no material. Depois de alcançar Pmax o comportamento é
não linear com valores de CMOD (mm) máximos variando entre 0,58 até 0,70 para w˙ variando
entre w˙3, w˙2 e w˙1. O tramo descendente da curva P-CMOD, do DCT com W2 para w˙1 apresenta
maior dispersão entre os CP testados e entre as w˙ ao contrário do que acontece para a w˙2 depois
da metade do CMODmax.
Uma análise foi realizado para DCT de W1 com diferentes w˙, com o intuito de estabelecer a curva
de comportamento P-CMOD, como ilustrado nas Figuras 5.11a-c. Como os DCT com W3 e W2, o
Pmax e GF acrescenta, assim que a w˙ aumenta, foi encontrado para oW1, apresentado nas Figuras
5.11a-c. Existe uma maior separação entre as curvas P-CMOD de W1 na região descendente entre
os CP. Isso pode ser devido a que para menores tamanhos qualquer variação no CMOD gera maior



















































Figura 5.11: Curvas experimentais P-CMOD de W1 e diferentes w˙, a) w˙3; b) w˙2 e c) w˙1.
Dado que a w˙3 apresenta maior uniformidade na curva de comportamento P-CMOD, é realizada
uma avaliação da envoltória das curvas experimentais P-CMOD para w˙3 e os resultados são apre-
sentados na Figura 5.12. Uma avaliação da envoltória das curvas experimentais P-CMOD com
w˙3 indicam que o tramo linear tem um comportamento similar, com uma tendência a ter uma
inclinação similar para os 3 tamanhos de CP (W1, W2 e W3). Ao aumentar o tamanho do CP,
acrescenta-se o Pmax, de igual modo, e a GF aumenta. Uma análise do carregamento aplicado P
é possível inferir que o gradiente de tensões é igual para a parte linear inicial da curva P-CMOD

























Figura 5.12: Envoltória das curvas experimentais P-CMOD para w˙3 avaliada para as diferentes
W .
O CMOD encontrado para o Pmax tem pouca, ou nenhuma, relevância, pois não apresenta mu-
danças notáveis com o aumento da w˙. Na Tabela 5.5 são apresentados os resultados de Pmax e
GF encontrados para as diferentes w˙ e W , assim como o inverso da inclinação da parte inicial da
reta da curva P-CMOD, definida como Ci. O Ci é encontrado aplicando regressão nos dados da
curva P-CMOD entre 0 % e 50 % do Pmax da inclinação inicial da reta.
Ao respeito da µ da GF (µGF ) para w˙3, com W3, W2 e W1 os valores correspondentes da µGF
são, respectivamente, 116,83 N/m, 112,77 N/m e 109,87 N/m, mostrando que um aumento no
tamanho do DCT acrescenta a GF , como são apresentados na Tabela 5.6. O Pmax apresenta igual
comportamento, pois ao acrescentar o tamanho o Pmax aumenta, de fato a µ do Pmax (µPmax) é
2,43 kN, 1,85 kN e 1,40 kN para W3, W2 e W1, respectivamente, dadas na Tabela 5.6. Embora,
as µGF e as µPmax são diferentes, é possível estabelecer sim as µGF e as µPmax são estatisticamente
iguais, fazendo uma análise de variância de um fator (anova), o que será feito na frente.
Uma análise da GF para w˙2, apresentados na Tabela 5.6, indica que a µGF é de 108,07 N/m,
116,52 N/m e 99,70 N/m para W3,W2 e W1, e não permite concluir que há uma relação direta
entre w˙2 e W . Ao contrário do que acontece no Pmax, em que as µPmax são de 2,21 kN, 1,65
kN e 1,26 kN, ou sejam, aumentam na medida que o tamanho do DCT aumenta. Por último,
a análise das VA de saída para w˙1 são apresentados na Tabela 5.5, na qual µGF é, 95,27 N/m,
124,28 N/m e 99,78 N/m para W3, W2 e W1, e para o Pmax as µPmax é de 2,18 kN, 1,57 kN
e 1,27 kN as quais acrescentam na medida que o tamanho do DCT aumenta. Estes resultados
não permitem concluir que com o aumento no tamanho do DCT a GF acrescenta. É necessário
realizar um análise de anova de um fator para decidir sim as µ são estatisticamente diferentes.
Embora as w˙ de análise são consideradas estática e quase estática, segundo Rosa et al. (2012),
o incremento na GF é significativo para as taxas consideradas dinâmicas, e estimadas em, 0,60
mm/min ≤ w˙ ≤ 600 mm/min.
O inverso da inclinação inicial da curva P-CMOD é fundamental para encontrar aGf e E, conforme
as Equações 2.71 e 2.69. Os valores da µ da Ci (µCi) são apresentados na Tabela 5.6 e não permite
estabelecer uma relação entre a Ci e W . As variáveis GF , Pmax e Ci apresentam variação, na
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Tabela 5.5: Valores experimentais de Pmax, Ci e GF do ensaio de fratura em modo I em DCT














































medida que a w˙ acrescenta, ou seja, as variáveis GF , Pmax e Ci são dependentes da w˙, assim, G w˙F ,
P w˙max e C w˙i .
Na Tabela 5.6 são apresentados os valores médios experimentais da µPmax , µGF e µCi para w˙1,
w˙2 e w˙3 e os diferentes W do DCT. O comportamento do Pmax com respeito ao aumento da w˙
é o esperado, pois o DCT com W3 tem µPmax é de 2,18 kN, 2,21 kN e 2,43 kN para w˙1, w˙2
e w˙3, respectivamente, similar comportamento teve o W2. Por último as µPmax para o W1 são:
1,27 kN, 1,26 kN e 1,40 kN para w˙1, w˙2 e w˙3, indicando pouca diferença nos resultados entre as
w˙1 e w˙2. Entretanto, os valores do µCi são similares para todas as w˙ e os W , por outro lado, os
resultados da µGF tem comportamento crescente para os W1 e W3, o W2 apresenta alta variação
dos resultados, levando em consideração as w˙1, w˙2 e w˙3.
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Tabela 5.6: Valores experimentais da µPmax , µCi e µGF do ensaio de fratura em modo I em DCT
para diferentes w˙ e W .
w˙ W
µPmax µCi µGF
(kN) E-02 (mm/kN) (N/m)
w˙3
W3 2,43 2,10 116,83
W2 1,85 2,20 112,76
W1 1,40 1,78 109,87
w˙2
W3 2,21 1,74 108,07
W2 1,65 2,12 116,52
W1 1,26 1,59 99,70
w˙1
W3 2,18 2,01 95,27
W2 1,57 2,07 124,18
W1 1,27 2,15 99,78
5.1.6 Resultados do EEB sobre o DCT considerando diferentes w˙
Os parâmetros A e C da mecânica da fratura usados no EEB são estimados pelo método dos
mínimos quadrados conforme as Equações 2.67 e 2.68, na qual os dados de entrada são apresentados
no anexo II nas Tabelas A.II.1-3 e os resultados da regressão são apresentados na Figura 5.13a-c.








































Figura 5.13: Resultados do EEB para diferentes W e w˙, a) w˙3, b) w˙2, e c) w˙1.
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Uma análise do comportamento das tensões com respeito de W e as diferentes w˙, são dadas nas
regressões apresentadas nas Figuras 5.13a-c, indicando que SN segue uma tendência decrescente
com a diminuição da w˙ e o aumento do tamanho do DCT, de forma não linear, conforme é
apresentado na Figura 5.14. Esta pesquisa comprovou que a afirmação de Borges et al. (2016) é
correta quando diz que SN é decrescente com o aumento da altura, ao referir-se a vigas e, isto é,
estendido para DCT de altura W em materiais quase-frágeis.
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Figura 5.14: Tensão nominal avaliada para diferentes w˙ do ensaio de fratura em modo I em DCT.
Utilizando os resultados da regressão (A, C) para as w˙ analisadas, é possível obter a Gf conforme
a Equação 2.71 para o DCT, e as µ e o V encontrados são apresentados na Tabela 5.7. A cf
definida na Equação 2.73 é calculada levando em consideração os resultados das regressões, e as µ
e o V encontrados para cada w˙ são dados na Tabela 5.7. Por último, os resultados do µCTODC ,
conforme a Equação 2.77, e µKIC , conforme a Equação 2.75, aplicando o EEB em DCT e diferentes
w˙, são apresentados na Tabela 5.7.
Tabela 5.7: Valores da µGf , µcf , µCTODC e µKIC aplicando EEB no ensaio de fratura em modo
I em DCT para diferentes w˙.
w˙ W
µGf µcf µCTODC µKIC
(N/m) (mm) E-02 (mm) (MPa m1/2)
w˙3
W3 76,39 (10) 23,38 2,22 (10) 1,68
W2 80,50 (6) 23,38 2,34 (6) 1,68
W1 65,61 (13) 23,38 1,91 (13) 1,68
w˙2
W3 46,53 (13) 19,60 1,46 (13) 1,42
W2 54,97 (11) 19,60 1,73 (11) 1,42
W1 42,62 (2) 19,60 1,34 (2) 1,42
w˙1
W3 45,12 (1) 16,04 1,42 (1) 1,29
W2 46,39 (4) 16,05 1,46 (4) 1,29
W1 47,83 (4) 16,04 1,50 (4) 1,29
Os valores da µ encontrados são os esperados com respeito ao aumento do W , pois na medida
que o tamanho do DCT acrescenta os valores da µGf aumentam. Entretanto, as µcf são iguais
para qualquer W em cada uma das w˙, pois a cf depende do material e do tamanho. A µCTODC
apresenta alguma variação nos resultados da µ, possivelmente devido ao Ci embora o KIC não
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apresenta variação entre os diferentes W e igual w˙, pois ele depende de g(α) e A.
5.1.7 Testes de análise de variância das propriedades da fratura
Os parâmetros da fratura encontrados nesta pesquisa apresentam variação nas µ, devido ao in-
cremento da w˙ e o W . A seguir foram realizados teste de uniformidade de variância e teste de
médias das variáveis GF , Gf , cf , CTODC , E e Ω levando em consideração a w˙, com valores de
0, 60 mm/min e 0, 06 mm/min. Com o intuito de estabelecer se estatisticamente as µ dos parâ-
metros da fratura analisados são iguais para cada W e w˙ analisadas. Foram realizados testes de
uniformidade de variância e medias (análise de variância de um fator, anova).
Um teste de hipóteses dos resultados da GF , conforme a Equação 2.79, são apresentados na Tabela
5.8, na qual são exibidos o teste de uniformidade de variâncias, que vai permitir estabelecer se as
variâncias são estatisticamente iguais, ou não, assim como uma análise de anova das médias. No
anexo II encontram-se os resultados obtidos dos ensaios para GF com respeito da w˙ e W , Tabela
A.II.4, e o teste de uniformidade de σ2 apresentam-se nas Tabelas A.II.5-6, da mesma forma que,
a anova das µ estão nas Tabelas A.II.7-8. O critério estabelecido para determinar se a hipótese
nula (H0) é aceita, é F < Fcritico ou p-valor> α (nível de significância, α = 0, 05), caso contrário
a hipótese nula é rejeitada e é aceita H1 para os dados apresentados nas Tabelas A.II.5-8. Na
análise de anova da µ foram levados em consideração o teste de uniformidade das σ2, na qual a
σ2GFW
representa a σ2 da GF para o W e µ da GF para W , é µGFW . Os resultados apresentados
na Tabela 5.8 indicaram que as σ2GF para 0, 60 mm/min e W1,W2,W3 são estatisticamente iguais,
assim como, para 0, 06 mm/min com um nível de significância de 0,05 e um p − valor > 0, 05,
como é mostrado na Tabela 5.8. Os resultados obtidos da análise de anova das µ indicam que
não há diferença estatística entre as µGFW para 0, 60 mm/min e 0, 06 mm/min com um nível de
significância de 0,05 com um p− valor > 0, 05.
Tabela 5.8: Uniformidade da variância e teste de médias para os resultados da GF , para diferentes














6= σ2GFW2 6= σ
2
GFW3
p− valor 0,15 0,07
Resultado Aceita H0 Aceita H0
Teste de médias
H0 : µGFW1 = µGFW2 = µGFW3 µGFW1 = µGFW2 = µGFW3
H1 : µGFW1 6= µGFW2 6= µGFW3 µGFW1 6= µGFW2 6= µGFW3
p− valor 0,34 0,05
Resultado Aceita H0 Aceita H0
As σ2GF e as µGF correspondem a valores amostrais
Um teste de hipóteses dos resultados da cf , conforme a Equação 2.73 são apresentados na Tabela
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5.9, na qual são exibidos o teste de uniformidade de variâncias que estabelece se as variâncias
são estatisticamente iguais, ou não, assim como uma análise de anova das médias. No anexo II
encontram-se os resultados obtidos para cf com respeito da w˙ e W , Tabela A.II.9, e o teste de
uniformidade de σ2 apresentam-se nas Tabelas A.II.10-11 da mesma forma que, a anova das µ
estão nas Tabelas A.II.12-13. Na análise de anova da µ foram levados em consideração o teste de
uniformidade das σ2, na qual a σ2cfW representa a σ
2 da cf para o W e µ da cf para W , é µcfW .
Os resultados apresentados na Tabela 5.9 indicaram que as σ2cf para 0, 60 mm/min e W1,W2,W3
são estatisticamente iguais, assim como para 0, 06 mm/min com um nível de significância de 0,05
e um p−valor > 0, 05, como é mostrado na Tabela 5.9. Os resultados obtidos da análise de anova
das µ indicam, que não há diferença estatística entre as µcfW para 0, 60 mm/min e 0, 06 mm/min
com um nível de significância de 0,05 com um p− valor > 0, 05.
Tabela 5.9: Uniformidade da variância e teste de médias para os resultados da cf , para diferentes














6= σ2cfW2 6= σ
2
cfW3
p− valor 0,25 0,24
Resultado Aceita H0 Aceita H0
Teste de médias
H0 : µcfW1 = µcfW2 = µcfW3 µcfW1 = µcfW2 = µcfW3
H1 : µcfW1 6= µcfW2 6= µcfW3 µcfW1 6= µcfW2 6= µcfW3
p− valor 0,92 0,10
Resultado Aceita H0 Aceita H0
As σ2cf e as µcf correspondem a valores amostrais
Um teste de hipóteses dos resultados da Gf conforme a Equação 2.71 são apresentados na Tabela
5.10, na qual são exibidos o teste de uniformidade de variâncias, que vai permitir estabelecer se as
variâncias são estatisticamente iguais, ou não, assim como uma análise de anova das médias. No
anexo II encontram-se os resultados obtidos para Gf com respeito da w˙ e W , na Tabela A.II.14, e
o teste de uniformidade de σ2 apresentam-se nas Tabelas A.II.15-16 da mesma forma que, a anova
das µ estão nas Tabelas A.II.17-18. Na análise de anova da µ foram levados em consideração
o teste de uniformidade das σ2, na qual a σ2GfW representa a σ
2 da Gf para o W e µ da Gf




mm/min e W1,W2,W3 são estatisticamente iguais, assim como para 0, 06 mm/min com um nível
de significância de 0,05 e um p − valor > 0, 05, como é mostrado na Tabela 5.10. Os resultados
obtidos da análise de anova das µ indicam, que não há diferença estatística entre as µGfW para
0, 60 mm/min e 0, 06 mm/min com um nível de significância de 0,05 com um p− valor > 0, 05.
Um teste de hipóteses dos resultados da CTODC conforme a Equação 2.77 são apresentados na
Tabela 5.11, na qual são exibidos o teste de uniformidade de variâncias, que vai permitir estabelecer
se as variâncias são estatisticamente iguais, ou não, assim como uma análise de anova das médias.
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6= σ2GfW2 6= σ
2
GfW3
p− valor 0,31 0,07
Resultado Aceita H0 Aceita H0
Teste de médias
H0 : µGfW1 = µGfW2 = µGfW3 µGfW1 = µGfW2 = µGfW3
H1 : µGfW1 6= µGfW2 6= µGfW3 µGfW1 6= µGfW2 6= µGfW3
p− valor 0,13 0,32
Resultado Aceita H0 Aceita H0
As σ2Gf e as µGf correspondem a valores amostrais
No anexo II encontram-se os resultados obtidos para CTODC com respeito da w˙ e W , na Tabela
A.II.19, e o teste de uniformidade de σ2 apresentam-se nas Tabelas A.II.20-21 da mesma forma
que, a anova das µ estão nas Tabelas A.II.22-23. Na análise de anova da µ foram levados em
consideração o teste de uniformidade das σ2, na qual a σ2CTODCW representa a σ
2 da CTODC
para o W e µ da CTODC para W , é µCTODCW . Os resultados apresentados na Tabela 5.11
indicaram que as σ2CTODC para 0, 60 mm/min e W1,W2,W3 são estatisticamente iguais, assim
como para 0, 06 mm/min com um nível de significância de 0,05 e um p − valor > 0, 05, como
é mostrado na Tabela 5.11. Os resultados obtidos da análise de anova das µ indicam, que não
há diferença estatística entre as µCTODC para 0, 60 mm/min e 0, 06 mm/min com um nível de
significância de 0,05 com um p− valor > 0, 05.















6= σ2CTODCW2 6= σ
2
CTODCW3
p− valor 0,76 0,06
Resultado Aceita H0 Aceita H0
Teste de médias
H0 : µCTODCW1 = µCTODCW2 = µCTODCW3 µCTODCW1 = µCTODCW2 = µCTODCW3
H1 : µCTODfW1 6= µCTODCW2 6= µCTODCW3 µCTODCW1 6= µCTODCW2 6= µCTODCW3
p− valor 0,13 0,33
Resultado Aceita H0 Aceita H0
As σ2CTODC e as µCTODC correspondem a valores amostrais
Um teste de hipóteses dos resultados da E conforme a Equação 2.69 são apresentados na Tabela
5.12, na qual são exibidos o teste de uniformidade de variâncias, que estabelece se as variâncias
são estatisticamente iguais, ou não, assim como uma análise de anova das médias. No anexo II
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encontram-se os resultados obtidos para E com respeito da w˙ e W , na Tabela A.II.24, e o teste
de uniformidade de σ2 apresentam-se nas Tabelas A.II.25-26 da mesma forma que, a anova das µ
estão nas Tabelas A.II.27-28. Na análise de anova da µ foram levados em consideração o teste de
uniformidade das σ2, na qual a σ2EW representa a σ
2 da E para o W e µ da E para W , é µEW . Os
resultados apresentados na Tabela 5.12 indicaram que as σ2E para 0, 60 mm/min e W1,W2,W3 são
estatisticamente iguais, assim como para 0, 06 mm/min com um nível de significância de 0,05 e
um p− valor > 0, 05, como é mostrado na Tabela 5.12. Os resultados obtidos da análise de anova
das µ indicam, que não há diferença estatística entre as µE para 0, 60 mm/min e 0, 06 mm/min
com um nível de significância de 0,05 com um p− valor > 0, 05.
Tabela 5.12: Uniformidade da σ2 e teste de µ para os resultados do E, para diferentes w˙ e W .
Teste w˙3 w˙1
Uniformidade das variâncias






= σ2EW2 = σ
2
EW3






6= σ2EW2 6= σ
2
EW3
p− valor 0,50 0,06
Resultado Aceita H0 Aceita H0
Teste de médias
H0 : µEW1 = µEW2 = µEW3 µEW1 = µEW2 = µEW3
H1 : µEW1 6= µEW2 6= µEW3 µEW1 6= µEW2 6= µEW3
p− valor 0,12 0,33
Resultado Aceita H0 Aceita H0
As σ2E e as µE correspondem a valores amostrais
Um teste de hipóteses dos resultados da Ω conforme a Equação 2.78 são apresentados na Tabela
5.13, na qual são exibidos o teste de uniformidade de variâncias, que estabelece se as variâncias
são estatisticamente iguais, ou não, assim como uma análise de anova das médias. No anexo II
encontram-se os resultados obtidos para Ω com respeito da w˙ e W , na Tabela A.II.29, e o teste
de uniformidade de σ2 apresentam-se nas Tabelas A.II.30-31 da mesma forma que, a anova das µ
estão nas Tabelas A.II.32-33. Na análise de anova da µ foram levados em consideração o teste de
uniformidade das σ2, na qual a σ2ΩW representa a σ
2 da Ω para o W e µ da Ω para W , é µΩW . Os
resultados apresentados na Tabela 5.13 indicaram que as σ2Ω para 0, 60 mm/min e W1,W2,W3 são
estatisticamente iguais, assim como para 0, 06 mm/min com um nível de significância de 0,05 e
um p− valor > 0, 05, como é mostrado na Tabela 5.13. Os resultados obtidos da análise de anova
das µ indicam, que não há diferença estatística entre as µΩ para 0, 60 mm/min e 0, 06 mm/min
com um nível de significância de 0,05 com um p− valor > 0, 05.
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Tabela 5.13: Uniformidade da σ2 e teste de µ para os resultados do Ω, para diferentes w˙ e W .
Teste w˙3 w˙1
Uniformidade das variâncias






= σ2ΩW2 = σ
2
ΩW3






6= σ2ΩW2 6= σ
2
ΩW3
p− valor 0,89 0,25
Resultado Aceita H0 Aceita H0
Teste de médias
H0 : µΩW1 = µΩW2 = µΩW3 µΩW1 = µΩW2 = µΩW3
H1 : µΩW1 6= µΩW2 6= µΩW3 µΩW1 6= µΩW2 6= µΩW3
p− valor 0,41 0,66
Resultado Aceita H0 Aceita H0
As σ2Ω e as µΩ correspondem a valores amostrais
Na Tabela 5.14 são apresentados os resultados dos valores médios do E encontrado no ensaio
de fratura em modo I em DCT calculado segundo a equação 2.69, assim como, a µ da ft, para
diferentes tamanhos e w˙. Há pouca variação nos valores µ do E ao acrescentar a w˙; é de se esperar
que ao acrescentar a w˙ o E aumente ligeiramente, mas isto não aconteceu em forma geral entre
os diferentes W , pois o E depende do Ci. Os valores µ da ft estão em torno de 5,98 MPa como
o valor µ e apresenta pouca variação.





W3 37,04 (10) 5,96 (4)
W2 35,00 (6) 5,85 (7)
W1 43,37 (12) 5,85 (7)
w˙1
W3 36,81 (1) 6,03 (4)
W2 35,80 (4) 6,07 (4)
W1 34,80 (4) 6,11 (6)
() Coeficiente de variação, %
Os valores da µ e os V encontrados pela G w˙iF , G
w˙i
f , ft, Ω w˙i , E
w˙i
Compliance e usados na modelagem
dos DCT são apresentados na Tabela 5.15. O desempenho da Gf no ensaio de fratura em modo I
em DCT, segue o mesmo comportamento da GF , pois, ao acrescentar a w˙ aumenta a Gf , resultado
esperado, pois o valor do Pmax cresce. As variações dos parâmetros da mecânica da fratura foram
avaliadas por Zimmermann et al. (2014), que avaliaram, entre outras, a Gf para teste de tronco de
cone de 45 e 75 mm e tempo de cura de 28 e 176 dias, obtendo V máximo de 23 %. Esta pesquisa
estabeleceu que o VGf máximo foi de 13 % para um tempo de cura de 60 dias e os resultados são
referidos na Tabela 5.15. Para tempo de curado maiores, as variações na Gf esperadas podem
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aumentar, segundo se deduz do trabalho de Bažant et al. (1992) enquanto que o KIc acrescenta
se a w˙ aumenta.
Tabela 5.15: Valores das estatísticas µ e V (%) amostrais de entrada do modelo numérico, para




f ft Ω w˙i E
w˙i
Compliance
(N/m) (N/m) (MPa) (-) (MPa)
w˙3
W3 116,83 (3) 76,39 (10) 5,85 (7) 0,12 (5) 37,04 (10)
W2 112,76 (8) 80,50 (6) 5,85 (7) 0,12 (8) 35,00 (6)
W1 109,87 (6) 65,61 (13) 5,96 (4) 0,11 (12) 43,37 (12)
w˙1
W3 95,27 (4) 45,12 (1) 6,11 (6) 0,07 (23) 36,81 (1)
W2 124,18 (1) 46,39 (4) 6,07 (4) 0,06 (24) 35,80 (4)
W1 99,78 (12) 47,83 (4) 6,03 (4) 0,08 (39) 34,80 (4)
() Coeficiente de variação, %; (-) Adimensional.
Os parâmetros do modelo coesivo encontrados nesta pesquisa, indicam que Ω variou entre 0,06
até 0,12, valores habitualmente em DCT reportados, estão entre 0,03 a 0,18 (Amirkhanian et al.,
2015). Este trabalho concluiu que se w˙ aumenta o fator de quebra, Ω, incrementa para qualquer
tamanho de DCT e portanto Ω é dependente da w˙.
5.2 Validação do modelo numérico e propriedades do DCT expe-
rimental
Os parâmetros da mecânica da fratura do material quase frágil usado no DCT foram os definidos
na Tabela 5.15 e as w˙ utilizadas são: w˙3 e w˙1. No anexo III, são apresentados as análises e os
resultados da validação da malha e o número de passos de deslocamento levados em consideração














































Figura 5.15: Curvas experimentais P-CMOD e a proposta usando EF com diferente εeq em DCT
de W3 e diferentes w˙, a) w˙3; b) w˙1
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O trecho inicial da curva P-CMOD é definido em forma adequada para a w˙3 e w˙1 para os modelos
de EF que consideram a εMAeq e a εVMeq . O Pˆmax para DCT de W3 é melhor definido por o modelo
de EF que leva em consideração a εMAeq para as 2 w˙ analisadas. O modelo que melhor define os
trechos descendentes da curva P-CMOD é o modelo que leva em consideração a εMAeq , pois é o
modelo que melhor ajustam-se às curvas experimentais P-CMOD e, portanto, vai definir melhor
a GF . A seguir é definida a curva P-CMOD proposta utilizando o modelo de EF tendo em conta

















































Figura 5.16: Curvas experimentais P-CMOD e a proposta usando EF com diferente εeq em DCT
de W2 e diferentes w˙, a) w˙3 e b) w˙1
Os modelos de EF definem corretamente o comportamento linear da curva P-CMOD, apresentado
na Figura 5.16, para W2 e diferentes w˙ embora o modelo que leva em consideração a εVMeq faz uma
melhor previsão do Pˆmax. O comportamento do trecho descendente da curva P-CMOD apresenta
maior dispersão em seu comportamento ao encontrada para W3, possivelmente pela influência do











































Figura 5.17: Curvas experimentais P-CMOD e a proposta usando EF com diferente εeq em DCT
de W1 e diferentes w˙, a) w˙3 e b) w˙1
A curva P-CMOD proposta utilizando o modelo de EF tendo em conta a εMAeq e εVMeq de W1 e
diferentes w˙, são apresentados na Figura 5.17a-b. Os modelos definem corretamente o setor linear
da curva P-CMOD e o modelo de EF que utiliza εVMeq é o modelo que melhor atinge o valor do
Pˆmax. O braço descendente da curva P-CMOD apresenta dispersão em seu comportamento para
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as w˙ analisadas, possivelmente pela influência do cf em W pequenos, veja a Figura 5.17. Além
disso os resultados mostraram uma influência importante do modo de falha misto (I+II). Isso é
porque algumas curvas experimentais P-CMOD são melhor definidas pelo modelo que leva em
consideração a εVMeq .
O desvio médio do Pˆmax encontrado da simulação em EF é ΘPˆSimmax e serão levado em consideração
na análise dos Pˆmax para estimar a precisão dos modelos propostos, e é definido a seguir:
ΘPˆSimmax =







em que n1 representa o número de resultados experimentais para cada combinação W e w˙, PˆSimmax
é o Pˆmax encontrado da simulação em EF tendo em conta a εMAeq , ou εVMeq , PExpmaxi representa
o Pmax experimental. Os resultados da modelagem em EF e experimentais da curva P-CMOD
para DCT com W3 são apresentados na Tabela 5.16. O Pmax experimentais encontrados para
diferentes combinações de W e w˙, definidos como PExpmax , encontram-se as colunas 3, 4, 5 e 6.
Os Pˆmax encontrados da simulação, PˆMAmax e Pˆ VMmax , levando em consideração a εMAeq e εVMeq são
mostrados nas colunas 7 e 8 respectivamente. Os ΘPˆSimmax correspondem aos ΘPˆMAmax ou ΘPˆVMmax para
cada combinação W e w˙ analisada e vai depender da εeq utilizada, os resultados encontrados
correspondem aos mostrados nas colunas 9 e 10. Os ΘPˆSimmax para as combinações W e w˙ observou-
se que, ΘPˆVMmax < ΘPˆMAmax , indicando que o modelo numérico que leva em consideração ε
VM
eq faz uma
melhor previsão do valor de Pˆmax. Porém a variação dos resultados PˆSimmax levando em consideração
εMAeq e εVMeq com respeito dos resultados do PExpmax é pequena, dado que o ΘPˆSimmax é < 1, 42E − 01
kN indicando um ajuste adequado ao valores do Pmax experimental.
Tabela 5.16: Desvio médio do Pˆmax levando em consideração na simulação em EF as εMAeq e εVMeq







(kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN) (kN)
W3
w˙3 2,40 2,51 2,37 2,66 2,29 1,39E-01 8,62E-02
w˙1 2,24 2,11 2,35 2,09 1,32E-01 7,57E-02
W2
w˙3 1,92 1,78 1,98 1,73 1,04E-01 9,82E-02
w˙1 1,61 1,52 1,76 1,58 1,42E-01 3,35E-02
W1
w˙3 1,37 1,34 1,49 1,38 1,62 1,34 1,16E-01 3,95E-02
w˙1 1,22 1,25 1,33 1,47 1,22 1,20E-01 3,80E-02
No capitulo seguinte é apresentada uma comparação entre as fX(x) dos resultados obtidos via
PECC , PECAdap e os resultados do modelo de EF do DCT na previsão do Pˆmax. Uma análise de
sensibilidade dos coeficientes dos polinômios e o cálculo dos erros das fX(x) dos PECC e PECAdap
com respeito à fX(x) da simulação em EF são determinados.
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5.3 Contribuições
Neste Capítulo foi conseguido a utilização do EEB em DCT em materiais quase frágil, algo que
a literatura não reporta sua utilização para estabelecer as propriedades da mecânica da fratura
(cf , Gf , GF , CTODC) e como elas variam ao acrescentar a taxa de carregamento. Isto permitiu
a determinação das propriedades do material em estruturas existentes e estabelecer critérios de
reforço e conservação. Foi demostrado estatisticamente mediante análise de variância de um fator
(anova), que as médias são estatisticamente iguais para os diferentes tamanhos para as proprieda-
des GF , Gf , cf , CTODC , E e Ω. Foi comprovado que a utilização da εMZeq no modelo numérico
para validar os resultados da simulação, com respeito aos resultados experimentais obtidos dos
ensaios de fratura em modo I, geraram bons resultados.
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Capítulo 6
Quantificação da incerteza das
propriedades da mecânica da fratura
utilizando DCT e vigas via EF, PECC
e PAdap
Este Capítulo integra os tópicos abordados nos Capítulos 2, 4 e 5 para determinar a relação entre
as VA: Gf , GF , ft e o Ω, com as variáveis de saída: Pmax e GF , usando PECC e PECAdap em DCT
com W3. O Capítulo esta composto de 2 seções, inicialmente são apresentados os resultados para
Pmax e GF , obtidos na modelagem e na análise estocástica, utilizando os PEC em DCT submetido
a ensaio de fratura em modo I. Por último, os resultados do Pmax calculado para uma viga de
250 mm de altura sometida a flexão em 3 pontos com entalhe no meio do vão. Os valores obtidos
correspondem para w˙3 e w˙1 e contêm: fX(x), os valores estatísticos, o PECC e o PECAdap, a
análise de sensibilidade e a análise do erro para cada w˙ analisada.
A w˙ utilizada para determinar os parâmetros de fratura, usada pela literatura, depende do mate-
rial, em aço é utilizada w˙ de 0,01 mm/min; 0,10 mm/min; 1 mm/min; 10 mm/min; 100 mm/min
e 500 mm/min (Musto e Alfano, 2013). Em vigas de concreto a w˙ é de 0,001 mm/min e 0,03
mm/min e taxas a níveis dinâmicos como 1 mm/min, 33 mm/min e 1044 mm/min (Rosa et al.,
2012). Estudos da variabilidade dos parâmetros de fratura Pmax e GF dependentes da w˙ são repor-
tados em Rosa et al. (2012) para vigas de concreto, em que a w˙ quase-estática é reportada como
0,06 mm/min. Em DCT com geometria modificado (sem os buracos internos) é citado w˙ de 0,20
mm/ min (Cifuentes et al., 2017); 0,50 mm/min (Fernández-Canteli et al., 2014) e 1 mm/min
(Song et al., 2006; Hill et al., 2017). As w˙ utilizadas em DCT convencional são reportadas de 0,10
mm/min (Amirkhanian et al., 2011) e 0,06 mm/min (Amirkhanian et al., 2015).
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6.1 Metodologia do PEC aplicada em DCT e vigas em material
quase frágil
Na Figura 6.1 é apresentado o fluxograma utilizado para quantificar a incerteza usando PECC e
PECAdap em ensaios de fratura em modo I em DCT e em vigas com materiais quase frágeis. As
vigas simuladas são vigas com entalhe de ponta única em flexão de 3 pontos, em inglês, single-
edge-notched beams in three-point bending (SEN-TPB).
Parâmetros probabilísticos
m, s={f , G , W, G }t F f
e  determinísticos
































































































































































































































Figura 6.1: Fluxograma para quantificar a incerteza do Pmax e GF utilizando PECC e PECAdap
em DCT e SEN-TPB.
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O processo de quantificação da incerteza das propriedades do material à fratura, Pmax e GF ,
começa com os momentos estatísticos µ e σ das variáveis aleatórias ft, GF , Ω e Gf e as variáveis
determinísticas E, ν,W3, a0, w˙1 e w˙3, em que ν é a coeficiente de Poisson. Logo, é estabelecida
a objetividade da malha de EF, encontrando o err dos resultados da simulação e levando em
consideração a εMAeq e εVMeq com respeito do valor médio experimental do Pmax (P¯Expmax), veja anexo
III. Além disso, foi necessário validar o número de passos que permita definir melhor o ponto
de Pˆmax, assim como, o número total de passos, apresentado no anexo III. Na continuação, é
desenvolvido um modelo de EF não linear, levando em consideração εMAeq e εVMeq em DCT e
viga. Definido o melhor modelo numérico, foram realizados N simulações de EF para diferentes
combinações das VA definidas usando a sequência de Sobol, que irá definir o vetor de saída Pˆmax,
necessário para determinar os N coeficientes do PECC e os coeficientes do PECAdap. Por último,
é realizado uma análise de sensibilidade dos coeficientes dos polinômios, assim como, uma SMC
sobre os PECC e PECAdap já regredidos para determinar as fX(x). A comparação das fX(x) do
vetor de saída do Pˆmax obtido da simulação em EF com respeito os PˆmaxC e PˆmaxAdap gerados
do PECC e PECAdap, respectivamente, é realizado com o intuito de encontrar o ajuste entre as
fX(x).
6.2 Influência da w˙ no Pmax em DCT
Na avaliação da quantificação da incerteza do Pmax em DCT para diferentes w˙ foram levadas em
consideração as VA, tais como: ft, GF , Ω e Gf . Os valores das estatísticas da µ e V do modelo
de entrada probabilísticos e determinísticos, usados na determinação da influência da w˙ sobre o
Pmax, são dados na Tabela 6.1. A w˙ adotada para o estudo das propriedades do material à fratura
Pmax e GF em DCT é a w˙1 e w˙3, os quais representam a w˙ no limite estático e quase estático.
Tabela 6.1: Valores das estatísticas amostrais das VA e determinísticas consideradas na análise
probabilística do Pmax e GF em DCT.
Variável w˙1 w˙3
µ V (%) fX(x) µ V (%) fX(x)
ft (MPa) 5,96 1,68 Normal 6,03 0,69 Normal
GF (N/m) 95,30 4,33 Normal 116,80 2,13 Normal
Ω 0,21 37,70 Normal 0,41 31,99 Normal
Gf (N/m) 52,46 18,50 Normal 68,85 22,12 Normal
E (GPa) 49,20 0 ‡ 43,32 0 ‡
ν 0,25 0 ‡ 0,25 0 ‡
W3 (mm) 112,92 0 ‡ 112,89 0 ‡
a0 (mm) 48,02 0 ‡ 48,02 0 ‡
w˙3 (mm/min) 0,60 0 ‡ 0,60 0 ‡
w˙1 (mm/min) 0,06 0 ‡ 0,06 0 ‡
‡ Determinístico sem fX(x).
Dado que não existe uma formulação matemática que defina explicitamente a saída (Pmax eGF ) em
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função das VA, o p não pode ser definido diretamente e devem ser determinado testando diferentes
p, e diferentes número de pontos de colocação (Npc) que permitam obter a melhor resposta. A
melhor resposta é aquela que apresenta menor erro com respeito à obtida da simulação em EF
para as diferentes w˙ analisadas. Os testes realizados incluem no PECC os p = 2, 3 e 4 com o N
e 2N pontos de colocação. enquantopara o PECAdap foram utilizados diferentes combinações de
pares (pmax, pOB), utilizando os p usados no PECC . As fX(x) obtidas a partir da SMC sobre o
PECC e PECAdap, calculadas junto com a fX(x) de todas as saídas (Pˆmax), usando simulação
em EF de todos os testes realizados, são mostrados no anexo II, nas Figuras II.1 e II.2 das w˙
analisadas. Da comparação das fX(x) do Pˆmax para DCT com w˙3 e w˙1, encontrou-se que o p
com melhor ajuste corresponde a p = 2 para as 2 w˙ analisadas, PECC e PECAdap. Na Tabela
6.2 são apresentados os coeficientes usados na determinação do PECC e PECAdap para estimar
o Pˆmax para o DCT com W3 e as w˙ analisadas, tais como: p, o número de coeficientes do PECC
(NPECC ) e do PECAdap (NPECAdap). Assim como, o número de pontos de colocação usado no
PECC (NpcC ) e no PECAdap (NpcAdap), o número de simulações em EF (NSEF ) e o número de
SMC usados no PECC e no PECAdap e é representado por NSMC/PEC .
Tabela 6.2: Número de pontos de colocação de NPECC e NPECAdap junto com NSEF e NSMC/PEC ,
necessários para quantificar a incerteza do Pˆmax para diferentes w˙.
w˙3 w˙1
p (-) 2 2
NPECC (-) 15 15
NPECAdap (-) 10 8
NpcC (-) 30 15
NpcAdap (-) 15 15
NSEF (-) 290 150
NSMC/PEC (-) 5,0E+04 5,0E+04
(-) Adimensional.
Para cada caso analisado, é definido o espaço amostral das VA utilizando a sequência de Sobol,
o qual é o input do modelo de EF a ser usado no programa de Moreira e Evangelista (2016).
O arquivo de saída representa o Pmax estimado (Pˆmax) para cada caso, que agrupados todas as
saídas de cada caso de análise, definem a fX(x) denominada SEF são apresentadas nas Figuras
6.2a-b, dependendo da w˙. Os vetores de saída do Pˆmax para cada caso são utilizados junto com as
combinações das VA para determinar os coeficientes do PECC e do PECAdap, para depois usar
SMC sobre os polinômios, tal que NSMC/PECC = NSMC/PECAdap = 5E + 04. Estas simulações
definem as fX(x) denominadas PECC e PECAdap, encontrando as fX(x) que melhor ajusta à
SEF é o PECC com p = 2 e NpcC = 30 pontos amostrais, para w˙3. A fX(x) do PECC com p = 2
e NpcC = 15, a µ do PˆmaxC (µPˆmaxC ) apresenta um deslocamento à direita da µ do Pˆmax usando
simulação em EF, gerando um erro importante da µPˆmaxC , para w˙3. No entanto, o PECAdap
apresenta um ajuste adequado utilizando pmax = 2 e pOB = 1 com NpcAdap = 15 para a w˙3. Além
disso, o PECC com p = 2 e o PECAdap com pmax = 2 e pOB = 1 utilizaram NpcC = NpcAdap = 15
para conseguir as fX(x) similares à esperada usando simulação em EF, com uma w˙1. Para obter
o PˆmaxC e o PˆmaxAdap , foram utilizadas as combinações definidas pela sequência de Sobol que
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definiu os Pˆmax encontrados na simulação em EF com W3 para w˙3 e w˙1. Determinada a saída é
estabelecido uma relação entre ξ e o Pˆmax em torno do PECC e do PECAdap, usando o método
da colocação baseado em regressão para o polinômio que melhor ajusta-se à fX(x) dos resultados
da simulação em EF, conforme são apresentados na Figura 6.2a-b.
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Figura 6.2: Comparação das fX(x) dos Pˆmax usando SEF, PECC e PECAdap no ensaio de fratura
em modo I com W3 e diferentes w˙, a) w˙3 e b) w˙1.
As fX(x) do Pˆmax utilizando simulação em EF , PECC e PECAdap são apresentadas nas Figuras
6.2a-b para as w˙1 e w˙3, na qual a determinação da fX(x) do Pˆmax utilizando simulação em EF
foram usadas todas as saídas definidas na Tabela 6.2, ou seja, 290 para a w˙3 e 150 para a w˙1.
As fX(x) do Pˆmax é definida como fPˆmax(Pˆmax), denotada nas Figuras 6.2a-b como SEF, assim
como, usando PECC é definida como fPˆmaxC (PˆmaxC ), representada por PECC_NpcC , em que
NpcC pode ser (15, 30) para a w˙3. Porém, para w˙1 a fPˆmaxC (PˆmaxC ) é representada por PECC .
A fX(x) utilizando PECAdap é definida como fPˆmaxAdap (PˆmaxAdap), correspondendo nas Figuras
6.2a-b como PECAdap. Nas duas últimas fX(x) foram geradas usando SMC, NSMC/PEC =5E+04
para obter a fPˆmaxC (PˆmaxC ) e fPˆmaxAdap (PˆmaxAdap). A fPˆmaxC (PˆmaxC ) representada por PECC
na Figura 6.2(a) consegue representar de forma adequada a saída, ou seja, os resultados encon-
trados são similares aos encontrados usando simulação de EF, para a w˙3. A fPˆmaxAdap (PˆmaxAdap)
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identificado como PECAdap apresenta uma maior densidade de dados perto da µ porém as caudas
são similares entre SEF e PECAdap, para a w˙3, conforme é apresentado na Figura 6.2(a). As
fPˆmaxC
(PˆmaxC ) e fPˆmaxAdap (PˆmaxAdap) estão em concordância com respeito à fPˆmax(Pˆmax) para a
w˙1 apresentadas na Figura 6.2(b). As fX(x) apresentadas nas Figuras 6.2a-b seguem uma fX(x)
normal para o Pˆmax para DCT com W3 e as w˙ analisadas, com exceção do PECC_15 que segue
uma fX(x) de Weibull.
A seguir são calculados os diferentes tipos de erros utilizados na análise da convergência das fX(x),





pela simulação em EF, na SMC aplicado no PECC e no PECAdap, respectivamente. Uma análise
do erro da convergência das fX(x) utilizando PECC e do PECAdap, comparados com os resul-
tados da simulação em EF (SEF), são listadas nas Figuras 6.2a-b. A fPˆmaxC (PˆmaxC ) ajusta-se
à fPˆmax(Pˆmax), pois o MSE tende a zero e os NRMSE e NMSE tendem a 1, mostrando concor-
dância na ajuste para w˙3. Na comparação da fPˆmaxAdap (PˆmaxAdap) e a fPˆmax(Pˆmax) encontra-se
que o MSE tendendo a zero e NMSE tende a 1, embora o NRMSE=0,88. Na w˙1 apresenta menor
dispersão e melhor ajuste nas fX(x) dos PECC e PECAdap com respeito da fX(x) da simulação
em EF, pois os erros analisados tendem a zero para o MSE e a 1 para o NRMSE e NMSE, como
apresentados nas Figuras 6.2a.
Os primeiros dos momentos estatísticos junto com o V obtidos das fX(x) para PECC , PECAdap
e a simulação em EF, para w˙3 e w˙1 são apresentados na Tabela 6.3.
Tabela 6.3: Resultados das estatísticas do Pˆmax no ensaio de fratura do DCT com W3 e diferentes
w˙.
w˙ Estatística PECC PECAdap SEF
µ (kN) 2,60 2,61 2,60
w˙3 σ (kN) 0,18 0,18 0,18
V (%) 6,92 6,90 6,92
µ (kN) 2,23 2,24 2,24
w˙1 σ (kN) 0,15 0,16 0,16
V (%) 6,73 7,14 7,14
As propriedades do PEC permite, utilizando os coeficiente do PECC e PECAdap, estabelecer os
valores estatísticas da µ e σ, conforme as Equações (2.19) e (2.20). A µ para a w˙3 é de 2,60
kN e 2,61 kN empregando PECC e PECAdap, respectivamente, obtidos dos coeficientes dados
na Tabela 6.4 e coincidem com os obtidos pelas fX(x) do PECC e PECAdap. A µ da simulação
em EF é de 2,60 kN, Tabela 6.3, no qual o erro relativo do PECC é 0,04 % e para o PECAdap
é de 0,42 %, com respeito da µ da simulação em EF. Mesma análise foi realizada para PECC e
PECAdap com w˙1 em que a µ é 2,23 kN e 2,24 kN, respectivamente, enquantoa µ da simulação
em EF é de 2,24 kN, cujos err são 0,31 % para PECC e 0,09 % para PECAdap. Entretanto o σ
é similar para o PECC e PECAdap ao encontrado usado simulação em EF para as 2 w˙, indicando
uma variação similar entre as diferentes metodologias. Na Tabela 6.4 são apresentados o PECC
para p = 2 e o PECAdap com pmax = 2 e pOB = 1 que relaciona Pmax com ξ para as w˙3 e w˙1. O
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NPECC que fornece o PˆmaxC para DCT comW3 e as w˙ analisadas é de 15 enquantoo NPECAdap que
fornece o PˆmaxAdap é de 10 e 8 para as w˙3 e w˙1, respectivamente, com uma diminuição significativa
nos NPECAdap . Na Tabela 6.4 pode se observar que os coeficientes do PECC que tendem a zero,
ao ser avaliados no PECAdap, não contribui no PˆmaxAdap . Isto acontece porque há funções base
do polinômio que contribuem pouco na precisão do PˆmaxAdap e que podem ser avaliadas com uma
análise de sensibilidade.
Tabela 6.4: Comparação do PECC e PECAdap que relaciona o Pˆmax com ξ no ensaio de fratura
em DCT com W3 e diferentes w˙.
Função w˙3 w˙1
base PECC PECAdap PECC PECAdap
1 2,60 2,61 2,23 2,24
ξ4 0,17 0,13 0,15 0,15
ξ3 0,04 0,03 0,00 -0,01
ξ2 0,01 -0,00 -0,00 0,00
ξ1 0,01 0,02 0,01 0,02(
ξ24 − 1
)
-0,01 0,00 -0,01 -0,01
ξ3ξ4 -0,03 - -0,06 -(
ξ23 − 1
)
0,03 0,03 0,00 0,01
ξ2ξ4 -0,00 - -0,00 -
ξ2ξ3 0,00 0,01 0,00 0,00(
ξ22 − 1
)
0,00 - 0,00 -
ξ1ξ4 -0,01 -0,01 0,00 -
ξ1ξ3 0,01 - 0,00 -
ξ1ξ2 0,00 - -0,00 -(
ξ21 − 1
)
-0,00 0,00 -0,00 -
Na Figura 6.3 é apresentado os resultados da sensibilidade dos coeficientes do PECC e PECAdap
para as w˙3 e w˙1. Os polinômios encontrados para a w˙3 apresenta a maior participação das VA































































































































Figura 6.3: Resultados da sensibilidade dos coeficientes do PECC e PECAdap para PˆmaxC e
PˆmaxAdap no ensaio de fratura de W3 e diferentes w˙, a) w˙3 e b) w˙1.
Existe influência da w˙ sobre o Pˆmax, de acordo com os resultados obtidos e os dados na literatura,
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e são apresentados na Tabela 6.5.
Tabela 6.5: Comparação dos resultados de Pmax reportados por diferentes pesquisadores.
Referencia
No. fc ft α = a0W w˙ Pmax
dias (MPa) (MPa) (-) (mm/min) (kN)
(Amirkhanian et al., 2011) 28 50,20 3,30 0,42 0,10 1,39
(Fernández-Canteli et al., 2014) 28 31,50 2,70 0,35 0,50 2,35
(Amirkhanian et al., 2015) 223 6,60 0,25 0,06 2,09
(Cifuentes et al., 2017) 28 97,00 5,70 0,50 0,20 2,15
(Seitl et al., 2017) 28 97,00 5,70 0,50 0,20 2,15
Experimental 60 64,30 6,00 0,42 0,60 2,43
SEF 60 64,30 6,00 0,42 0,60 2,60
PECC 2,60
PECAdap 2,24
Experimental 60 60,90 6,00 0,42 0,06 2,17
SEF 60 60,90 6,00 0,42 0,06 2,24
PECC 2,23
PECAdap 2,24
(-) Adimensional; No. dias, número de dias de curado.
Os resultados reportados nesta pesquisa para Pˆmax são coerentes com os reportados pela literatura,
dado que enquanto a w˙ aumenta o Pˆmax aumenta , assim como, a importância da ft em amplificar
o Pˆmax. Na Figura 6.4 são apresentados todos os resultados obtidos das simulações em EF para
o DCT com w˙3 e w˙1 e a fX(x) encontradas para o Pˆmax, utilizando o modelo EF. O número de
simulação em EF a realizar vai depender da convergência entre as fX(x) do PEC e simulação em
EF, assim como o conhecimento do comportamento das VA do problema. Existe um aumento no
Pˆmax com o incremento da w˙, segundo Bažant et al. (1992), que pode ser observado ao comparar
as Figuras 6.4(a) e 6.4(b).
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Figura 6.4: Curva P-CMOD e fX(x) do Pˆmax, da simulação EF do DCT com W3 no ensaio de
fratura com diferentes w˙, a) w˙3 e b) w˙1.
6.3 Influência da w˙ na GF em DCT
As propriedades de fratura adotados para o estudo da GF são os usados na seção anterior e defini-
dos na Tabela 6.1. O número de casos analisados para determinar a fX(x) da GF , correspondem
aos analisados para Pˆmax e os resultados estão dados no anexo II na Figura II.3 para a w˙3 e Figura
II.4 para a w˙1. Os coeficientes utilizados na determinação do PECC e PECAdap correspondem
aos valores da Tabela 6.6, em que o PECC com p = 2 e 2N simulações é o polinômio que melhor
ajuste apresenta com respeito ao Pˆmax encontrado usando EF para as w˙3. O PECAdap requer
um pmax = 4 e um pObr = 1, quer isto dizer que considera os componentes principais das VA de
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p = 1 como obrigatória (pObr = 1) e leva em conta só as funções base do PEC até um p = 4 que
acrescentam o R2.
Tabela 6.6: Número de pontos de colocação e NPECC e NPECAdap junto com NSEF e NSMC/PEC ,
necessários para quantificar a incerteza do GF para diferentes w˙.
w˙3 w˙1
PECC PECAdap PECC PECAdap
p (-) 2 4 2 4
NPECC (-) 15 15
NPECAdap (-) 18 11
NpcC (-) 30 15
NpcAdap (-) 18 15 11
NSEF (-) 290 150
NSMC/PEC (-) 5,0E+04 5,0E+04
(-) Adimensional.
Para cada caso analisado, é definido o espaço amostral das VA utilizando a sequência de Sobol, o
qual é o input do modelo de EF a ser usado no programa de Moreira e Evangelista (2016). O ar-
quivo de saída representa o Pˆmax para cada caso, e define a fX(x) denominada SEF , apresentadas
nas Figuras 6.5a-b, dependendo da w˙. Os vetores de saída do Pˆmax para cada caso, são utilizados
junto com as combinações das VA para determinar os coeficientes do PECC e do PECAdap, para
depois usar SMC sobre os polinômios, tal que NSMC/PECC = NSMC/PECAdap = 5E + 04. Estas
simulações definem as fX(x) denominadas PECC e PECAdap, e encontrou-se que as fX(x) que
melhor ajuste tem com respeito à SEF é o PECC com p = 2 e NpcC = 15 pontos amostrais, para
w˙3. No entanto o PECAdap apresenta um ajuste adequado utilizando pmax = 4 e pOB = 1 com
NpcAdap = 18 para a w˙3, conforme é apresentado 6.5(a).
Para a w˙1 o PECC com p = 2 os resultados se ajustam à µ do Pmax, com uma maior densidade
na µ do Pmax, porém o PECAdap com pmax = 4 e pOB = 1 a fX(x) esta em concordância com os
resultados encontrados em SEF, com um número menor de NPECAdap e NpcAdap com respeito aos
utilizados pelo PECC . Determinada a saída, é estabelecido uma relação entre ξ e o GF em torno
do PECC e do PECAdap, usando o método da colocação baseado em regressão para o polinômio
que melhor ajusta-se à fX(x) dos resultados da simulação em EF, conforme são apresentados na
Figura 6.5a-b.
As fX(x) do GˆF , fGˆF (GˆF ), é representada na Figura 6.5 como SEF , enquantoa fX(x) do GˆF
usando PECC é denotado por fGˆFC (GˆFC ), e representado como PECC e a fX(x) do GˆF usando
PECAdap é denotado por fGˆFAdap (GˆFAdap), e representado como PECAdap, na Figura 6.5. Foram
realizadas NSMC/PEC =5E+04 simulações para obter a fGˆFC (GˆFC ) e fGˆFAdap (GˆFAdap) nas w˙ ana-
lisadas. A fGˆFC (GˆFC ) seguem uma fX(x) normal similar à fGˆF (GˆF ) para uma w˙3, e é apresentada
na Figura 6.5(a). A fGˆFAdap (GˆFAdap), identificado como PECAdap, apresenta uma maior densidade
dos dados tendendo à µ, porém as caudas são similares entre fGˆF (GˆF ) e fGˆFAdap (GˆFAdap) para a
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Figura 6.5: Comparação das fX(x) da GˆF usando SEF , PECC e PECAdap no ensaio de fratura
de W3 com diferentes w˙, a) w˙3 e b) w˙1.
para os dados que tendem à µ, da mesma forma que as caudas para a w˙1 embora o PECAdap tem
um melhor ajuste. As fX(x) apresentadas nas Figuras 6.5a-b seguem uma fX(x) normal levando
em consideração o estimador de máxima verosimilhança para o DCT de W3 e as w˙ analisadas.
A µ e σ junto com o V, obtidos das fX(x) para PECC , PECAdap e SEF, para a w˙3 e w˙1, são
apresentados na Tabela 6.7. Uma análise dos dois primeiros momentos estatísticos da GˆF obtidos
da fGˆFC (GˆFC ) e fGˆFAdap (GˆFAdap) apresenta valores similares para DCT submetidos a w˙1. A maior
diferença entre as estatísticas com respeito aos obtidos usando SEF acontece para a w˙3, dada a
alta dispersão encontrada, devido a uma w˙ maior.
Tabela 6.7: Resultados das estatísticas da GˆF no ensaio de fratura de W3 com diferentes w˙.
w˙ Estatística PECC PECAdap SEF
µ (N/m) 93,18 88,48 92,58
w˙3 σ (N/m) 16,27 16,10 16,99
V (%) 17,46 18,20 18,35
µ (N/m) 63,97 63,29 64,35
w˙1 σ (N/m) 7,20 8,01 8,17
V (%) 11,26 12,66 12,70
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Na Tabela 6.8 são apresentados o PECC e PECAdap que estabelece uma relação entre a saída GˆF e
ξ para DCT comW3 e diferentes w˙. O NPECC =15 para um polinômio de m =4 e p =2 enquanto
para o PECAdap foi requerido acrescentar o grau do polinômio a p =4 para melhorar a precisão
das w˙3 e w˙1. Na w˙3 o NPECAdap =18 enquanto para a w˙1 são necessários NPECAdap =11 para ter
um ajuste adequado aos resultados obtidos de SEF . Uma análise de sensibilidade, conforme a
Equação (3.3), dos coeficientes do PECC e do PECAdap, que leva em conta a influência da w˙ na
GF em DCT, são apresentados na Figura 6.6a-b.
Tabela 6.8: Comparação do PECC e PECAdap que relaciona a GˆF com ξ no ensaio de fratura de
W3 e diferentes w˙.
Função w˙3 w˙1
base PECC PECAdap PECC PECAdap
1 93,18 88,48 63,97 63,29
ξ4 9,17 5,58 3,78 3,02
ξ3 12,29 10,01 5,51 6,10
ξ2 0,24 2,34 -0,88 0,39
ξ1 0,11 2,08 0,00 0,64
(ξ4 − 1)2 1,15 - 0,59 -
ξ3ξ4 2,67 2,50 1,09 -
(ξ3 − 1)2 0,16 - 1,08 -
ξ2ξ4 -1,85 - -1,28 -
ξ2ξ3 -1,36 - -1,16 -0,69
(ξ2 − 1)2 1,66 1,58 0,14 -
ξ1ξ4 0,81 - -0,67 -0,69
ξ1ξ3 2,05 - -0,10 0,19
ξ1ξ2 1,13 - 0,11 -
(ξ1 − 1)2 -1,19 - -0,04 -
ξ34 − 3ξ4 - -2,26 - -
(ξ2 − 1)2 (ξ4 − 1)2 - -2,51 - -
(ξ2 − 1)2 (ξ3 − 1)2 - -0,72 - -
(ξ2 − 1)2 ξ4 - 1,66 - -
(ξ2 − 1)2 ξ3 - - - 0,63
ξ32 − 3ξ2 - 0,06 - -
ξ1ξ2ξ3 - 0,17 - -
ξ31 − 3ξ1 - 2,99 - -
(ξ33 − 3ξ3)ξ4 - -0,70 - -
(ξ2 − 1)2 ξ3ξ4 - -2,85 - -
(ξ31 − 3ξ1)ξ3 - 1,62 - -
ξ1 (ξ3 − 1)2 ξ4 - - - -0,01
ξ41 − 6ξ21 + 3 - -0,50 - 0,05
Para o PECC os componentes principais da ft (ξ1) do p = 1 e 2, junto com o componente principal
do Ω (ξ3) de p = 2 apresentam pouca participação do PECC para a w˙3, veja a Figura 6.6(a).
Uma análise da sensibilidade dos coeficientes do PECC para a w˙1 indicam que, os componentes
principais da ft do p = 1 e 2 tem pouca participação do PECC , conforme é apresentado na Figura
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6.6(b). A w˙3 apresenta maior participação dos coeficientes de p ≥ 3 e maior atuação dos produtos
cruzados ou produtos de diferentes funções base, que os encontrados para w˙1, como é mostrado
na Tabela 6.8 e na Figura 6.6, isto é devido ao aumento da dispersão da GˆF . Da análise de
sensibilidade dos coeficientes, pode-se concluir que, as variáveis aleatórias Gf (ξ4) e Ω (ξ3) tem
maior influência no PECC e no PECAdap, embora o PECAdap usa p = 4 a sensibilidade dos




















































































































































































































































Figura 6.6: Resultados da sensibilidade dos coeficientes do PECC e PECAdap para GˆF no ensaio
de fratura de W3 e diferentes w˙, a) w˙3 e b) w˙1.
Uma análise dos erros das fX(x) da GˆF usando PECC e PECAdap, comparados com os resultados
da simulação numérica, são apresentados nas Figuras 6.5a-b. A fGˆFC (GˆFC ) encontrada para a
w˙3 ajusta-se à fGˆF (GˆF ), com um MSE tendendo a zero, e o NRMSE e NMSE tendendo a 1,
enquanto o MSE tendendo a zero, e NMSE tende a 1, o valor do NRMSE para PECAdap indicou
0,88. Para a w˙1 apresenta menor dispersão e melhor ajuste da fGˆFAdap (GˆFAdap) com respeito da
fGˆF (GˆF ), pois os erros analisados são pequenos, já que MSE tende a zero o NMSE tende a 1,
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enquanto para o PECC o NRMSE=0,88.
Determinar o tipo de função de densidade de probabilidade, que seguem o Pˆmax e GˆF em vigas de
concreto quando a w˙ varia, é importante e permitirá quantificar a incerteza das propriedades da
mecânica da fratura. Mas conhecer o comportamento das VA de saída Pˆmax e a curva P-CMOD
em SEN-TPB é um dos objetivos de este trabalho, e para eles as fX(x) foram determinadas.
6.4 Influência da w˙ nas propriedades da mecânica da fratura em
SEN-TPB
Na análise da influência da w˙ no Pmax em SEN-TPB em material quase frágil foram usados
modelagem em EF em vigas de seção B = 80 mm e h = 250 mm e seus resultados utilizados para
estabelecer uma relação entre as VA e o Pmax via PECC e PECAdap. Nesta seção é avaliada a
malha e os números de passos de deslocamento que foram utilizados no modelo de EF, assim como
a influência da w˙ no Pmax em SEN-TPB em material quase frágil e, por último as contribuição
alcançadas no desenvolvimento de esta pesquisa.
6.4.1 Verificação da objetividade da malha de EF e dos passos de deslocamento
Para prever o comportamento à fratura do material quase frágil em SEN-TPB, dado algumas
propriedades à fratura, foi criado um modelo de EF não linear para simular o crescimento da trinca.
As propriedades levadas em consideração na validação do modelo numérico são apresentados na
Tabela 6.9, para a viga de h = 250 mm (no caso da viga W = h) e w˙1 os quais representam os
valores médios das variáveis. Os valores de E, fc, GF , Gf , ft e Ω correspondem aos encontrados
por Roesler et al. (2007), assim como, a ν assumida foi de 0,20, espessura do entalhe de 2 mm,
α0 = 0, 33 (α0 = a0/W ) e comprimento do vão de 1,00 m.
Tabela 6.9: Propriedades do material à fratura em SEN-TPB usados no modelo numérico de
Roesler et al. (2007).
h E fc GF Gf ft Ω ν
(mm) (GPa) (MPa) (N/m) (N/m) (MPa) (-) (-)
250 32,00 58,10 167,00 56,00 4,15 0,25 0,20
(-) Adimensional.
Para verificar a convergência e a objetividade da malha de EF com respeito ao Pmax foi construída
a curva P-CMOD com os resultados da simulação, utilizando 3 malhas não estruturadas com di-
ferente discretização na região frente ao entalhe da viga. O modelo de EF não linear considera
elemento triangular linear de 3 nós e usa um modelo de dano continuo (2D), que capta o com-
portamento da fratura para os diferentes tipos de malha refinada apresentados na Figura 6.7a-c.
A precisão da previsão do Pˆmax, levando em consideração εMAeq no modelo de EF não linear, é




Figura 6.7: Geometria e malha de EF da SEN-TPB com h = 250 mm com diferente tipo de malha,
a) Malha 4, M4 ; b) Malha 5, M5 e c) Malha 6, M6.
Pmax médio experimental definido como P¯Expmax e igual a 6,73 kN. Na Tabela 6.10 são apresentados
os diferentes tipos de malha, o número de nós por malha (No. Nós), o PˆMAmax em kN, e o errPˆMAmax com
respeito do P¯Expmax conforme é apresentado na Tabela 6.10. A seguir é apresentado os resultados do
Pˆmax e o err
PˆMAmax
com respeito do P¯Expmax , encontrado para o caso de estudo analisado por Roesler
et al. (2007).
Tabela 6.10: Resultados dos Pˆmax e err
PˆMAmax
(%) para diferentes tipos de malha, levando em






Nós (-) (kN) (%)
M4 288 6,73 0,05
M5 457 6,29 6,49
M6 484 6,30 6,34
(-) Adimensional.
A malha que consegue atingir o P¯Expmax = 6, 73 kN com uma errPˆMAmax < 5 % (adotado) é a malha
M4 com um err
PˆMAmax
= 0, 05 %. Para conseguir uma adequada concordância entre o P¯Expmax e o
PˆMAmax no processo de fratura não linear, o tamanho do elemento no setor da propagação da trinca
foi determinada como 2,00 mm, diferente ao usado por Roesler et al. (2007) que foi de 1,00 mm
utilizando elementos coesivos. Além da comparação numérica, é apresentada na Figura 6.8 as
curvas P-CMOD do modelo de EF levando em consideração a εMAeq e as curvas experimentais
reportadas por Roesler et al. (2007).
O P¯Expmax é essencial para determinar as propriedades à fratura de materiais quase frágil e foi com-
parado com o Pˆmax da simulação numérica. O Pˆmax usando diferentes tipos de malha, encontra-se
entre o intervalo de P¯Expmax , como pode-se observar na Figura 6.8, na qual o errPˆMAmax em forma geral
é < 6,80 %, o que diz da precisão do modelo usado. A malha que apresenta um menor errPˆmax é a
M4 e será utilizada na verificação do número de passos de deslocamento. A seguir é apresentada



























Figura 6.8: Curvas de P-CMOD do modelo proposto levando em consideração εMAeq com respeito
aos resultados experimentais de Roesler et al. (2007).
O número de passos de deslocamento em que o CMOD foi dividido vai definir o acabamento da
curva P-CMOD e o início do dano. O resultado de considerar diferentes número de passos: 100,
175, 200 e 225 são apresentados na Figura 6.9. A curva P-CMOD é bem definida no setor de
Pˆmax usando 200 e 225 passos, como se pode observar na ampliação do setor de Pˆmax, e a que

































3,50 4,00 4,50 5,00 5,50 6,00
Figura 6.9: Número de passos considerando a malha M4 no modelo de EF na definição da curva
P-CMOD da SEN-TPB com h = 250 mm
6.4.2 Influência da w˙ no Pmax.
As VA levadas em consideração na modelagem da SEN-TPB, são as usadas no DCT, X =
{ft, GF , Ω, Gf}, e seus valores estatísticos foram apresentados na Tabela 6.1. Dado que não
existe uma formulação matemática que defina explicitamente a saída (Pˆmax) em função das VA,
o p não pode ser definido diretamente e devem ser determinado com diferentes p e diferentes Npc
que permitam obter a melhor resposta.
A melhor resposta é aquela que apresenta menor erro relativo entre as fX(x) do PECC e PECAdap
com respeito à obtida da simulação em EF para as diferentes w˙ analisadas. Os testes realizados
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incluem no PECC os p = 2, 3 e 4 com o N e 2N pontos de colocação, enquanto que, para o
PECAdap foram utilizados diferentes combinações de pares (pmax, pOB) utilizando os p usados no
PECC . As fX(x) resultado de usar SMC sobre o PECC e PECAdap calculados, junto com a fX(x)
de todas as saídas (Pˆmax) usando simulação em EF de todos os testes realizados, são mostrados
no anexo II, nas Figuras II.5 e II.6 das w˙ analisadas. Da comparação, foram determinados o p,
NPECC , NPECAdap , NpcC , NpcAdap e NSEF , os quais são apresentados na Tabela 6.11.
Tabela 6.11: Número de pontos de colocação, NPECC e NPECAdap junto com NSEF e NSMC/PEC ,
utilizados para quantificar a incerteza do Pˆmax na SEN-TPB com h = 250 mm e diferentes w˙.
w˙3 w˙1
p (-) 2 2
NPECC (-) 15 15
NPECAdap (-) 10 10
NpcC (-) 30 30
NpcAdap (-) 15 15
NSEF (-) 150 150
NSMC/PEC (-) 5,0E+04 5,0E+04
(-) Adimensional.
Para cada caso analisado, é definido o espaço amostral das VA utilizando sequência de Sobol, o
qual é o input do modelo de EF a ser usado no programa de Moreira e Evangelista (2016). O
arquivo de saída representa o Pˆmax para cada caso, que agrupados todas as saídas de cada caso de
análise, definem a fX(x) denominada SEF , e são apresentadas nas Figuras 6.10a-b, dependendo
da w˙. Os vetores de saída do Pˆmax para cada caso são utilizados junto com as combinações das
VA para determinar os coeficientes do PECC e do PECAdap, para depois usar SMC sobre os
polinômios, tal que NSMC/PECC = NSMC/PECAdap = 5E+ 04. Estas simulações definem as fX(x)
denominadas PECC e PECAdap, e encontrou-se que as fX(x) que melhor ajuste tem com respeito
à SEF é o PECC com p = 2 e Npc = 30 pontos amostrais para w˙3.
A fX(x) do PECC com p = 2 e Npc = 15, a µPˆmaxC apresenta um deslocamento à direita da µ do
Pˆmax usando simulação em EF, gerando um erro importante da µPˆmaxC para w˙3 e w˙1. No entanto
o PECAdap apresenta um ajuste adequado utilizando pmax = 2 e pOB = 1 com Npc = 15 para
as duas w˙. Além disso, o PECC com p = 2 e o PECAdap com pmax = 2 e pOB = 1 utilizaram
Npc = 15 para conseguir as fX(x) similares à esperada usando simulação em EF, com uma w˙1.
Para obter o PˆmaxC , e o PˆmaxAdap , foram utilizadas as combinações definidas pela sequência de
Sobol que definiu os Pˆmax encontrados na simulação em EF em SEN-TPB com h = 250 mm
para w˙3 e w˙1. Determinada a saída é estabelecido uma relação entre ξ e o Pˆmax em torno do
PECC e do PECAdap, usando o método da colocação baseado em regressão para o polinômio
que melhor ajusta-se à fX(x) dos resultados da simulação em EF, conforme são apresentados na
Figura 6.10a-b.
O cálculo dos coeficientes do PECC levou em consideração o conceito dado por Isukapalli (1999),
que diz, que duas vezes N permite obter coeficientes robustos, isto produz um vetor de saída
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PˆmaxC similar ao Pˆmax conseguido usando simulação em EF. O PECAdap encontrado que melhor
ajuste tem corresponde aquele com pmax = 2 e um pObr = 1, quer isto dizer que considera os
componentes principais das VA de p = 1 como obrigatória e leva em conta só as funções base
do PEC até um p = 2 que acrescentam o R2. O PECC que relaciona ξ com as VA, com n = 4
precisou de p = 2 com 30 pontos amostrais para conseguir um ajuste adequado com respeito ao
encontrado usando simulação em EF para as w˙3 e w˙1. Para as w˙ analisadas o PECAdap com
n = 4 e que apresenta um ajuste adequado com respeito à simulação em EF , requer um pmax = 2
e pOB = 1. Na Figura 6.10 são apresentadas as fX(x) de Pˆmax para diferentes w˙; fX(x) geradas
com 5E+04 simulações para os PEC (PECC e PECAdap), e 150 para a simulação em EF, para
w˙3 e w˙1, são apresentadas nas Figuras 6.10(a) e 6.10(b).









































Figura 6.10: Comparação das fX(x) do Pˆmax usando simulação em EF , PECC e PECAdap em
SEN-TPB, com h = 250 mm e diferentes w˙, a) w˙3 e b) w˙1.
A dispersão dos dados é similar entre os diferentes modelos de aproximação, como é mostrado na
Figura 6.10 e listado na Tabela 6.12. A cauda da esquerda da fPˆmaxC (PˆmaxC ) e fPˆmaxAdap (PˆmaxAdap)
tem um erro pequeno como respeito aos resultados da simulação em EF para a w˙3. Para w˙1 as
estimações do modelo aproximado de PEC coincidem em relação ao reportado pelo modelo da
simulação em EF, conforme é apresentado na Figura 6.10(b). A µ e σ do PˆmaxC e PˆmaxAdap são
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semelhante à µ e σ do Pˆmax obtido da simulação em EF para w˙3, e maior convergência se apresenta
para w˙1, conforme é apresentado na Tabela 6.12. O V do PˆmaxC e PˆmaxAdap tendem o Pˆmax com
w˙3 e w˙1, conforme é apresentado na seguinte Tabela.
Tabela 6.12: Resultados das estatísticas do Pˆmax com diferentes w˙ na SEN-TPB com h = 250 mm
em material quase frágil.
w˙ Estatística PECC PECAdap SEF
µ (kN) 9,65 9,67 9,64
w˙3 σ (kN) 0,65 0,63 0,66
V (%) 6,70 6,51 6,86
µ (kN) 8,12 8,11 8,11
w˙1 σ (kN) 0,56 0,57 0,57
V (%) 6,95 7,02 7,04
Na Tabela 6.13 são apresentados o PECC e PECAdap que permite quantificar a incerteza da Pˆmax
em SEN-TPB com h=250 mm para w˙3 e w˙1. Um PEC de m=4 e p=2 requer NPECC = 15,
enquantoNPECAdap = 10 são necessários para encontrar o PECC e o PECAdap para as w˙3 e w˙1,
respectivamente. A diferença na quantidade do NPECAdap representa um 66,67 % do NPECC ,
diminuindo o número de operações e tempo computacional.
Tabela 6.13: Comparação do PECC e PECAdap que relaciona o Pˆmax com ξ e diferentes w˙ na
SEN-TPB com h = 250 mm.
Função w˙3 w˙1
base PECC PECAdap PECC PECAdap
1 9,65 9,67 8,12 8,11
ξ4 0,53 0,47 0,55 0,52
ξ3 0,24 0,25 0,06 0,04
ξ2 -0,02 -0,01 0,00 -0,03
ξ1 0,06 0,08 0,04 0,07(
ξ24 − 1
)
-0,05 0,03 -0,03 -0,02
ξ3ξ4 0,20 - -0,03 -(
ξ23 − 1
)
0,10 0,06 0,02 0,07
ξ2ξ4 -0,05 0,07 0,01 -
ξ2ξ3 0,05 0,07 -0,00 0,08(
ξ22 − 1
)
-0,03 - 0,00 0,03
ξ1ξ4 0,00 - -0,01 -0,01
ξ1ξ3 -0,00 - 0,01 -
ξ1ξ2 0,01 - -0,01 -(
ξ21 − 1
)
0,05 -0,01 -0,00 -
Na Figura 6.11a-b são apresentados os resultados da análise de sensibilidade dos coeficientes do
PECC e PECAdap para o Pˆmax na SEN-TPB h = 250 mm e diferentes w˙. Dos resultados da
análise de sensibilidade conforme a Equação 3.3, realizado aos coeficientes do PECC e o PECAdap
para as w˙3 e w˙1 pode-se intuir que a GF (ξ2) não contribuí de forma importante na determinação
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da Pˆmax, e é apresentado na Figura 6.11. Da análise de sensibilidade dos coeficientes PECAdap
indicou que GF não contribuem na determinação do Pˆmax para a w˙3, entretanto as VA, ft e Gf
não contribuem na determinação do Pˆmax para uma w˙1. Para as w˙ analisadas a Gf (ξ4) é a























































































































Figura 6.11: Resultado da sensibilidade dos coeficientes do PECC e PECAdap para Pˆmax na
SUN-TBP e diferentes w˙, a) w˙3 e b) w˙1.
A µ do PˆmaxC e PˆmaxAdap , correspondem ao primeiro termo do polinômio, 9,65 kN e 9,67 kN,
conforme a Tabela 6.13, enquantoa µ do Pˆmax da simulação em EF é de 9,64 kN, apresentada
na Tabela 6.12 são similares para a w˙3. As µ obtidas para PˆmaxC e PˆmaxAdap só precisaram de 15
pontos amostrais para PECC e 10 pontos amostrais para PECAdap para w˙3 e w˙1, e um err de
0,10 % para PECC , e de 0,31 % para PECAdap em relação à µ da simulação em EF.
A análise do erro da fPˆmaxC (PˆmaxC ) e fPˆmaxAdap (PˆmaxAdap), em relação à fPˆmax(Pˆmax), foram
apresentados nas Figuras 6.10, para diferentes tipos de erros; MSE, NRMSE e NMSE apresentam
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ajuste entre os resultados do PECC e PECAdap com respeito à simulação em EF. O MSE apresenta
valores < 2, 82E − 04 para todas as w˙, ou seja o MSE tende a zero, enquantoo NRMSE e NMSE
observa valores tendendo a 1. Estes resultados obtidos do PECC e PECAdap demostraram a
precisão do Pˆmax no que diz respeito ao encontrado usando simulação em EF, que permitirá
quantificar a incerteza no Pˆmax em vigas com material quase frágil, informação que a literatura
não reporta.
6.5 Contribuições
Neste Capítulo foram alcançadas algumas contribuições na mecânica da fratura para material
quase frágil, que a seguir são relacionadas. A utilização dos DCT em lugar de vigas de material
quase frágil para a determinação das propriedades da mecânica da fratura mostrou ser útil para
estabelecer a influência da taxa de deslocamento no cálculo do carregamento máximo e a energia
total de fratura. Como uma segunda contribuição, foi a definição de uma relação matemática
entre a resistência à tração, a energia total de fratura, o fator do ponto de quebra do modelo
coesivo bilinear e a energia inicial de fratura com o intuito de determinar o carregamento máximo
e a energia total de fratura. Isto foi possível utilizando polinômios de expansão de caos completos
e adaptativo, tanto em DCT como em vigas, algo que a literatura ainda não reporta. Outra
contribuição, foi a determinação da quantificação da incerteza do carregamento máximo e a energia
total de fratura para diferentes taxas de carregamento utilizando o polinômio de expansão de caos
completo e adaptativo, também não reportada pela literatura.
Esta é a primeira utilização do polinômio de expansão de caos na solução de problemas não
lineares na mecânica da fratura e foi demostrada a eficiência desta metodologia na estimação da
quantificação da incerteza. Esta metodologia permite combinar análise não lineares de problemas





Esta tese consistiu no desenvolvimento de algoritmos não intrusivos usando PEC para representar
processos estocásticos não lineares, como viscoelasticidade, fadiga com carregamento constante e
variável, fratura em modo I em DCT e em vigas com influência da taxa de carregamento. Além
disso, foi elaborado um algoritmo que diminui o espaço amostral e o número de coeficientes do
polinômio de caos avaliado, tornando-o mais eficiente com menor custo computacional.
A utilização desta metodologia com respeito aos valores esperados pela mecânica de materiais para
deflexões em vigas bi-apoiadas, levou à obtenção de bons modelos para representar a incerteza
da deflexão máxima e o módulo de relaxação. Foi demostrada a eficiência e precisão do PEC,
com poucas amostras, para determinar a resposta estrutural dada a aleatoriedade do material. O
PEC faz uma representação espectral da propagação da incerteza dos parâmetros ajustados, dos
dados de laboratório. A modelagem numérica das equações constitutivas viscoelásticas, as quais
consistem de convolução matemática sobre o tempo, causa a propagação relevante da incerteza.
A construção de um modelo matemático para estimar os ciclos de vida à fadiga, com amplitudes de
carregamento constante e variável, usando a metodologia deformação-vida e considerando variáveis
aleatórias no material e no carregamento via PECC , foi analisada. O modelo usando PECC levou
à obtenção de boas estimativas de número de ciclos de vida à fadiga para a falha, que representa a
resposta estocástica. A quantificação de incerteza doNf é sensível, principalmente, à aleatoriedade
do carregamento, mais que à incerteza nas propriedades do material. O desempenho do PECC
com relação a os resultados obtidos usando SMC gerou os mesmos resultados nas PDFs do Nf ,
validando a metodologia PEC.
O algoritmo desenvolvido nesta tese, permitiu determinar a propagação da incerteza em problemas
de confiabilidade evitando a dificuldade da dimensão e o grau com uma nova forma de truncar
a representação do PEC. Isto foi alcançado, favorecendo os componentes principais junto com
alguns produtos entre os componentes principais das funções base do PEC. Este é um algoritmo
iterativo que fixa o grau dos componentes principais a ser levados em consideração e que nenhum
outro algoritmo menciona.
Foram alcançadas contribuições na estimação da deflexão de elementos estruturais levando em
conta a propagação da incerteza nos parâmetros do material em modelos viscoelásticos, utilizando a
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metodologia PEC e o algoritmo iterativo. Isto permitiu estabelecer uma relação matemática entre
os parâmetros que definem o processo de envelhecimento do concreto, em modelos viscoelásticos,
com o intuito de determinar a quantificação da incerteza da deflexão em um ponte de concreto.
A construção dos DCT por meio de fôrmas metálicas de diferentes tamanhos, facilitou o processo
de fabricação permitindo o desenvolvimento de uma metodologia que estima a Gf , GF , CTODC
e cf em DCT submetido à fratura em modo I para diferentes w˙. Os resultados obtidos do ensaio
à fratura em modo I em DCT, utilizando o EEB para diferentes w˙, têm média estatisticamente
iguais.
Esta metodologia permitiu obter um polinômio que relaciona as variáveis aleatórias ft, Gf , GF
e Ω com o Pmax ou a GF em DCT, metodologia não reportada na literatura, utilizando PECC
e PECAdap. Além disso, esta metodologia foi aplicada em vigas de concreto para quantificar a
incerteza no carregamento máximo levando em consideração a aleatoriedade de ft, Gf , GF e Ω,
com resultados concordantes entre PECc, PECAdap e SMC com os observados utilizando modelos
de EF não linear para diferentes w˙. A metodologia do PEC aplicada em DCT foi capaz de estimar
Gf , GF , CTODC e E de forma a ser usado em modelos de fratura e dano.
Os resultados da avaliação de todos os processos estocásticos analisados nesta tese, demostraram
amplamente a diminuição do espaço amostral, o número de coeficientes do PECAdap e do tempo
computacional com pouca, ou nenhuma, perda de precisão.
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Figura II.1: Comparação das fX(x) do Pmax para DCT com W3 e 0, 60 mm/min usando SEF ,
PECC e PECAdap.
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Figura II.3: Comparação das fX(x) da GF para DCT com W3 e 0, 60 mm/min usando SEF ,
PECC e PECAdap.
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Figura II.4: Comparação das fX(x) da GF para DCT com W3 e 0, 06 mm/min usando SEF ,
PECC e PECAdap.
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Figura II.5: Comparação das fX(x) da Pmax para SUN-TPB com h = 250 mm e 0, 60 mm/min
usando SEF , PECC e PECAdap.

























Figura II.6: Comparação das fX(x) da Pmax para SUN-TPB com h = 250 mm e 0, 06 mm/min
usando SEF , PECC e PECAdap.
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III. VALIDAÇÃO DO MODELO NUMÉRICO PRO-
POSTO
Com o objetivo de validar o modelo de dano proposto para o ensaio de fratura em modo I em
DCT, foi realizada uma comparação entre a curva de comportamento P-CMOD experimental
e numérica obtida por Amirkhanian et al. (2015) e o modelo numérico proposto. O modelo
proposto utiliza o programa de dano desenvolvido por Moreira e Evangelista (2016) para validar o
modelo numérico. Posteriormente foi realizada uma comparação das curvas P-CMOD do programa
experimental desenvolvido neste trabalho e o modelo numérico proposto. Validado o modelo, foram
determinados os valores de Pmax estimado (P̂max) e GF estimado (ĜF ) para algumas combinações,
com fins de encontrar o PECC e PECAdap que melhor define o comportamento do Pmax e GF .
Para prever o comportamento P-CMOD do material cimentício em DCT, um modelo de dano não
linear foi criado para simular a propagação da trinca. O modelo de dano leva em consideração
a deformação equivalente de Mazars (εMAeq ) e von Mises (εVMeq ), conforme as Equações (2.92) e
(2.93), respectivamente. Trabalhos anteriores sugerem que o modelo de zona coesiva com relação
de amolecimento bilinear, pode adequadamente descrever o comportamento à fratura de materiais
quase frágeis. Os trabalhos que faz referencia no parágrafo anterior referem-se: Petersson (1981),
Gustafsson e Hillerborg (1985), Wittmann et al. (1988), Guinea et al. (1994), Bažant et al. (2002),
Borst et al. (2004), Roesler et al. (2007), Park et al. (2009). Porém, um modelo de dano será
utilizado para determinar a curva P-CMOD.
Os parâmetros do material para o DCT utilizados no ensaio de fratura em modo I para a validação
do modelo de dano, foram os reportados por Amirkhanian et al. (2015) e são apresentados a seguir.
Tabela III.1: Propriedades do material à fratura em DCT usados no modelo numérico de Amirkha-
nian et al. (2015).
DCT E fc GF Gf ft Ω(GPa) (MPa) (N/m) (N/m) (MPa) (-)
W3 50,00 112,20 140,80 72,30 6,60 0,03
(-) Adimensional.
Na Figura III.1 é exibido a geometria e a malha não estruturada utilizada nesta pesquisa; a
geometria e a malha refinada na região frente ao entalhe, foi construída usando código APDL
no Ansys e posteriormente, o programa de dano elaborado por Moreira e Evangelista (2016). O
tamanho do elemento da zona sujeita ao dano que melhor define o modelo usando neste trabalho
foi um elemento triangular bilinear de tamanho 1,48 mm e um total de 583 nós com 2 graus de
liberdade por nó, foi usado para representar o DCT.
As curvas de P-CMOD para DCT com W3 =112,90 mm (φ =152,40 mm, definido na Tabela
5.1) experimentais e numérico obtido por Amirkhanian et al. (2015), e o alcançado nesta pesquisa
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levando em consideração a εMAeq e a εVMeq , são apresentados na Figura III.2. Os resultados do
modelo numérico que leva em consideração εMAeq e εVMeq estão em concordância com os resultados
dados pelo modelo de Amirkhanian et al. (2015) para uma w˙ = 0, 06 mm/min.
Figura III.1: Modelo de EF do DCT para W3.
O tramo linear dos modelo numéricos ilustrados na Figura III.2 definem o comportamento ex-
perimental encontrado no ensaio de fratura em modo I. O P̂max encontrado usando os modelos
de EF levando em consideração εMAeq e εVMeq são ligeiramente inferiores ao modelo numérico de
Amirkhanian, apresentado na Figura III.2. Observa-se que a curva P-CMOD que utiliza a εMAeq ,
é levemente superior ao encontrada usando εVMeq , apesar que εVMeq é definida para casos de modo
misto; o modelo de εMAeq estima de forma adequada o modelo de fratura com respeito ao modelo






















Amirkhanian et al. (2015)
Figura III.2: Comparação das curvas P-CMOD do modelo proposto levando em consideração εMAeq
e εVMeq com respeito aos resultados experimentais e ao modelo numérico de Amirkhanian et al.
(2015).
O erro relativo (err) do P̂max dos modelos numéricos considerando εMAeq e εVMeq com respeito ao
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Em que, X corresponde P̂MZCmax , e é o P̂max levando em conta o modelo de Amirkhanian et al.
(2015), e X̂ representa o P̂MAmax ou P̂ VMmax , na qual o P̂MAmax é o P̂max levando em conta εMAeq e P̂ VMmax é
o P̂max tendo em conta εVMeq . Por último, o erro relativo do P̂max levando em conta εMAeq é errP̂MAmax ,
e o erro relativo do P̂max levando em conta εVMeq é errP̂VMmax , erros com respeito ao modelo numérico
de Amirkhanian et al. (2015). Os resultados dos err do P̂max para os modelos numéricos analisados,
assim como a µ do Pmax experimental (µPmaxExp ), são apresentadas na seguinte Tabela.
Tabela III.2: Resultados do P̂max e err, do modelo numérico levando em consideração εMAeq e εVMeq ,
a µPmaxExp e P̂max do trabalho de Amirkhanian et al. (2015).






(kN) (kN) (%) (kN) (%) (kN)
4,42 4,25 3,85 3,92 11,31 3,69
Na Tabela III.2 é apresentado o resultado do modelo de EF que considera εMAeq e estima em
forma adequada o P̂max com um errP̂MAmax =3,85 % no que diz com respeito ao expressado por
Amirkhanian et al. (2015). O modelo de EF que leva em consideração a εMAeq tem uma melhor
precisão que o εVMeq , pois não leva em consideração as tensões por cisalhamento. A predição do
modelo proposto de EF esta em concordância com os resultados dados pelo modelo numérico de
Amirkhanian et al. (2015), e é considerado como uma primeira validação do modelo proposto.
Verificação da objetividade da malha de EF e os passos de deslocamento
As propriedades levadas em consideração na validação do modelo numérico, são apresentados na
Tabela III.3, usados no DCT com W3 e w˙1 os quais representam os valores médios das variáveis.
A GF é dado na Tabela 5.6, a Gf é mostrado na Tabela 5.7, o E e Ω são apresentados na Tabela
5.15 e seja k = fc/ft, em que fc e ft são apresentadas na Tabela 5.4. O valor da ν assumida foi
de 0,25 e os CP foram curados em câmara úmida e ensaiados a 60 d.
Tabela III.3: Propriedades utilizadas no modelo numérico em DCT.
W3 GF Gf E Ω k ν
(mm) (N/m) (N/m) (GPa) (-) (-) (-)
112,90 95,27 45,12 36,81 0,07 10,33 0,25
(-) Adimensional.
Para verificar a convergência e a objetividade da malha de EF foi construída a curva P-CMOD
com os resultados da simulação, utilizando 3 malhas não estruturadas com diferente discretização
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na região frente ao entalhe do DCT para W3. O modelo de EF não linear leva em consideração o
modelo de dano continuo, e os diferentes tipos de malha refinada são apresentados a seguir.
(a) (b) (c)
Figura III.3: Modelos de EF para DCT de W3 com diferente tipo de malha, a) Malha 1, M1 ; b)
Malha 2, M2 e c) Malha 3, M3.
A precisão da previsão do P̂max levando em consideração εMAeq e εVMeq no modelo de EF, é es-
tabelecido utilizando o err para cada εeq, conforme a Equação III.1, em que o X representa o
Pmax médio experimental definido como P¯Expmax , apresentados . Na Tabela III.4 são apresentados os




com respeito do P¯Expmax conforme a Tabela 5.6. Os Pmax encontrados experimentalmente
para o DCT de W3 e w˙1 foram apresentados na Tabela 5.5.
Tabela III.4: Resultados dos P̂max e err (%) para diferentes tipos de malha, levando em conside-
ração εMAeq e εVMeq para w˙1 em DCT com W3.






M1 481 1,80 (17,43) 1,74 (20,18)
M2 537 2,21 (1,38) 2,01 (7,80)
M3 705 2,22 (1,83) 2,01 (7,80)
(-) Adimensional.
Foi realizado um teste de convergência do P̂max para DCT com W3 e w˙1 para as malhas M1, M2
e M3, e os resultados são apresentados na Figura III.4, que permitiu estabelecer o comportamento
da curva Malha − err, e o err (adotado) conforme à Equação (III.1) considera X = P¯Expmax . As
malhas que conseguem atingir o P¯Expmax =2,18 kN com um err < 5%, são: o modelo de εMAeq com
malha M2 e M3, veja-se a Tabela III.4 e é mostrado na Figura III.4. O modelo que usa um menor
tempo computacional na execução é aquele que utiliza εMAeq e definido como malha M2 (7,89 h),
sendo o modelo utilizado na modelagem dos DCT com W3 para estimar Pmax e GF , no ensaio de
fratura. Da Figura III.4 pode-se inferir que, não há um incremento significativo da precisão do
P̂max com o aumento do número de nós da malha; pois, para as malhas M2 e M3 do modelo de
171
EF que leva em consideração εMAeq não apresenta um aumento significativo na precisão. O modelo

















Figura III.4: Curvas de teste de convergência das malhas de EF para W3 e w˙1, levando em
consideração εMAeq e εVMeq .
O número de passos de deslocamento em que o CMOD foi dividido, vai definir o acabamento da
curva P-CMOD e o início do dano; o resultado de considerar diferente número de passos: 100,
150, 200, 225 e 250, são apresentados na Figura III.5. A curva P-CMOD é bem definida no setor
de P̂max usando 200, 225 ou 250 passos, como pode se observar na ampliação do setor de Pmax, e




























Figura III.5: Número de passos considerando a malha M2 no modelo de EF na definição da curva
P-CMOD em DCT com W3 e w˙3.
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